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第一章组 合 

组合分析，或称组合数学，是一门研究如何安排事物的学 
科。用稍专门化的术语来说，组合分析就是研究按各种特定规 
则一些元素可能组成的集合的方式和那些组合的特性 U 

举例来说，本章的第一个问鹿就是关于不同颜色的泡泡糖 
可能具有的组合方式。这个问題要求读者求出符合某种性质的 
有色泡泡糖的最小集合。第二个问邇是关于一张淘汰赛表上球 
员的分组比赛方式，与计算机教据分类颇为相似。 

组合分析往往是求某些事物按某些规则不同的组合方式总 
共有多少。本节提出了所谓“枚举问题' 求苏珊去学校共有几 
种走法。在这个例子中，组合的元素是沿着矩阵边的路线中的 

若千线段。此 巳涉及 到儿何图形，所以我们进入了“组合几何” 
的领域。 

数学的每一分支都有其组合的方面。在本书各章中你都能 
看到组合问題』有组合算术、组合拓扑学、组合逻辑和组合集合 
论,甚至还有组合语言学，见文字游戏一章。组合数学在概率论 
中特别重要。在概率论中，必须列出所有可能的元素组合才能 
得出一个概率公式。有一本著名的概率问题集一选择和 机会 》 P 
书名中“选择”一词系指该书的组合方面。 

我们的第一个问题即与概率有关，它是寻求关于有色泡泡 
糖的某种安排，要求确保（即其概率为 1) 达到某种特定要求。文 
中指出，从求元素不同组合的数目这样简单的问題出发，可以提 
出无穷无尽的概率问题。在“苏珊去学校的路线”问题上，可以 
看出帕斯卡三角形与解初等概率问鹿有着非常密切的关系。 



显然，对于一个给定的组合问题，其符合題意的各种组合的 
数目可以是 0、1、 任何一个有限数或一个无穷数。在两个奇整 
数的组合中，没有一个组合其元素之和也是奇数。在两个质数 
的组合中，只有一个组合其元素之积等于21。但在两个正整数 
的组合中，有三个组合其元素之和等于 7( 即一颗骰于相反两面 

上的一对数字)。而由两个偁数组成的组合中，其元素之和也是 
偶数的组合则有无限多个。 

在组合理论中，要作出关于不存在符合題意的组合的“不可 
能性”证明，往往是极其困难的。例如，直到最近才证明了对于 
每张地图来说，没有一个平面区域的组合需要涂上五神颜色' 
这曾是组合拓扑学上著名的悬而未决的问题。这个不可能性证 
明要用到一个十分复杂的计算机程序。 

另一方面,也有许多组合问题,其不可能性初看上去很难证 
明,但有时灵机一动，一下子就证出来了。在本章“难铺的瓷砖” 

问题中，通过简单的“奇偶校验”立即可以证明组合的不可能性， 
面用任何别的方法则难以成功。 

问题之二为“药品错混' 把组合的思想运用于不同基数的 
运^系统。我们看到，数字本身及其在位置记数法中用数码来 
表示的方式都依组合规则而定。事实上 ，一 切演绎推理,无论属 
于数学还是纯粹逻辑，都是根据某个系统的规则处理“一串”符 
号的组合(该系统确定这个串是否为一个有效的断定)^这就是 
为何十七世纪的组合数学之父戈特弗里德 •釆 布尼茨 0 称推理 
技巧为钽合技巧 的缘由。 

* 四色问题，卽每一幅地图都可以只用四种顧色来着色，使具有公共边界的国 
家徐有不冏的颜色 * 1打6年美国伊利诺斯大学数学教授肯尼思 * 阿佩尔和沃尔夫 
冈•哈肯利用计算机证明了这一猜想——译注 

•’ 莱 布尼茨 (GbUXried Wilhelm 1S46 〜 1716) , 德国自然科学家、数 

学家 一 译注 '' 
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泡泡糖问题 



可怜的琼斯夫人路过泡泡榇 
出售机时，尽量不使她的双生子 

有所察觉。 

第一个双生 子：妈 ，我要泡泡 
梼。 

第二个双生子 ：妈， 我也要。 
我要和比利掌一样颜色的糖。 



分币浥;包糖出售机几千已空 
了。 说不准下一粒是什么颜色。 
琼斯夫人如要彳早到两粒同色的泡 
泡糖，需要准备花多少钱？ 
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琼斯夫人苦花6分钱，准可 

得到2 粒私色的铉一一就算所有 

白色的糖花去4分，尚剩2分可 
用来取得2粒 k 色的糖。或者她 

花8分准可得到2粒白色的糖。 

所以她得准备花8分钱， 对吗？ 





不时。即使先取到的两粒楗 
颜色不同，第三粒必定与前两枉 
中的一粒同色。所以她最多只需 

堆备花3分钱。 



现在掖设出售机内的搪有6 
粒是 k 的，4粒是白的，5拉是蓝 
的。琼斯夫人手头需要有多少钱 
才能确保拿到两粒同色的泡泡 
糖，你算得出吗？ 



你算出是4分，对吗？如是这 
样的话，那么请你考虑一下，如史 
密斯夫人带着三生子经过泡泡糖 
出售机，将会遇到什么情况。 



这一次，出售机内的糖有6 
粒是江的，4粒是白的，而仅有 
1枉是茧的。史密斯夫人如要拿 
到3粒同色的泡泡糖需准备花多 
少钱？ 
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花多少钱? 


第二个泡泡糖问题只是把第一个问题稍加改变而已，亦可 
以依同样的思路来解答。这时，第一次拿到的3粒糖有可能颜色 
不同一红、白、蓝 a 这是“最荪”的情况，因为抽取结果不能如 ， 
愿的次数 最多。 第四粒必定是这三种颜色中的一种。若要得到 
两粒同色的糖，就需要买4粒糖，所以琼斯夫人须准备花4分 
钱。 


显然，这还可推广至 n 组糖(每组糖的颜色不同）的情况。如 
果有 n 组糖,只需准备买^+1粒糖即可^ 

第三个问题更难一点，即史密斯夫人带的是三生子而非双 
生子，泡泡糖出售机内的糖有 6 粒红的 ， 4 粒白和 1 粒蓝的，她 
要得到3粒同色的糖需花多 少钱？ 

如前一样，我们首先％虑最坏的情况。史密斯夫人有可能 
得到 2 粒红的, 2 粒白的以及那一粒蓝的，总共是 5 粒糖。第 6 
粒不是红的就是白的，因牝可以保证得到 3 粒同色的糖，所以答 
案嘉6分钱。如假定蓝色的糖不止一粒，她可能每种颜色的糖 
都抽到一对,这时就霈要有第 7 粒糖以配成3粒同色的糖。 

啊哈!关键在于“看到”“最荪”情況的长度。若使用死办法， 
把11粒糖各标以一个字母，然后考虑所有可能的抽取顺序，看 
哪一个顺序在 3 粒同色糖出现之前的初链最长，那么这种解法 
箝要列出 =39,916,800 种 序列！ 即使考虑问题时不区分同 
色的糖，仍然霈要列出 2, 310 种序列。 

如何将其推广至 A 粒同色的糖，请看如下所述。若有 n 组 
糖(每组糖各有一种顔色,且至少有 A 粒)，为了得到 A 粒同色的 
糖 ,就 香抽取 «(*-!) +1粒糖。如果一组或儿组同色的糖少于 
A 粒,情况又会 怎样? 请你不妨一试，也许你会感兴趣。 

还可用许多其它的方式作出这种问题的模型。例如，若要 



从一副 5 S 张的纸牌中抽到譬如说7张同花的牌,那么需要抽取 

多少张牌?这里， k ^ 0 根据公式,答案是 

4(7-1) +1 = 25 0 

虽然这些只是简单的组合问題，但却可以从中引伸出一些 
有趣而困难的概率问逓。举例来说，若你抽取《张牌 ㉔ 的范围 
是7至 2 4)，且每张牌取出后不再放回』问抽到7张同花的概率 
是多少？（显然，如果你抽取的牌少于7张，则概率为0 ; 如杲你 
抽取25张或更多的牌，则概率为: I 。）若你每次把牌抽出后再 
放回去且把牌重新洗过，那么其概率有何 变化? 还有一个更加困 
难的问题:设把牌抽出后重新放回或不再放回,若要聿到&张同 
花牌,问抽取牌次数的期望值(即从整体来看的平均数)是多少? 


乒乓赛难睡 



米勒德 * 菲尔英尔初 級中竽 
乒乓俱乐部的五个成员决定举行 
一 次沟汰赛。 



教练员这样说明他的比赛 

表。 


教练员：由于 5 是奇教，因此 
在第一轮中有一个球员“轮空”。 
第二轮中还得出现一次“轮空”。 
一 共夫进行呀场比赛。 
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第二年乒乓球蛊行，俱乐部 
拥有三十七名成员。教练员又 
在等划一次“抡空〃尽可能最少的 
比赛。你能算出有多少场比赛 


你还没有算出？你还在凾表 
吗？你没有怊到，啊哈！每场比赛 
淘汰一名球员 ，一 共要淘太三十 
六名球员，所以不多不少需进行 
三十六场比赛，不是吗？ 


多少次轮空？ 

为了解这个问題，可画一张37名球员实际比赛表。你如果 
采取这种死板方法，可能会 发现： 这张表无论如何画，不多不少 
总是有四次轮空。所需轮空的次数，是球员人数《的一个函数。 
如何才能算出轮空的次数呢？ 

给定％ 轮空次数可以按下列方法来确定：从等于或大于扣 
的2的最少次幂中减去％把余数用二进制表示,其中1的个数 
即为轮空的次数。在这个例于中，我们把 64( 即 20 )减去37得 
到27。27用二进制表萊就是11011，其中共有四个 “1' 因此这 
次比赛共有四次轮空。证明这一奇妙算法的正确性是—次彳艮有 
趣的练习。 

这个问题中所描述的比赛类型常被称为"淘汰赛”。它符合 
计算机科学家称为在一个包含 cz 个元索的集合中通过两两比较 




来确 定最大元素这样一种算法的情况，正如我们所知， 恰需经 
过 n —1次两两比较才能确定最大值。计算机的分类操作也可 
以采取对3个、4个、5个等元素组成的集合进行比较的方 


法。 

分类在计算机科学中至为重要，有些书籍通箱论述其应 
用。你很容易想到许多实际的问题，其中包含有很重要的分类 
过程。据估计，在科学、事务处理和工业上使用的计算机，其四 
分之一左右的运行时间是花在分类问题上的。 


奎贝尔 # 的玻璃杯 



巴尼在汽水柜台工作。他用 
10只破璃杯给两名頋客出了个 






巴尼： 这一棑有10只玻确 
杯，左边5只内有汽水，其余5只 
空着。请你使这棑杯子 f 成满杯 
和空杯相互交错，条件是只允许 
移动四只杯子。 


# 奎贝尔 ( quibble ) ―询在英文中是模棱两可、双关语之* 一 译注 






巴尼：好，只要分别 把第二八 
和第七只，第四只和第九只交换 
—下位置就成了。 



奎贝尔教授碰巧听见了，他 
总愛耍点花梠。 

奎5!尔 教授： 何须移动四只？ 
我只要移动两只就行了，你行不 
行？ 



奎贝尔教授：很简单。只要 
拿起第二只杯子，把里面的汽水 
倒进第七只杯子，再拿第珥只杯 
子把汽水倒进第九只杯子就行 
了 0 


不寻常的奎贝尔 

虽然奎贝尔教授抓住话语中的模棱两可之处解了这个问 
题，但这个问题并不象乍看上去那么简单。例如,还是这么一个 
问氣 但改成100只满杯挨着100只空杯排成一排，请考虑一 
下，若要使其变成满杯和空杯交错排列，箱将多少对杯子互换位 

S? 


• 9 ^ 



如果真的使用 200 只杯子来解答这一问題显然不大合乎实 
际，所以第一步不妨分析一下 n 值较小时的情况， n 为满(或空) 
杯的数目，以得出一个模式。你研究这个问題时可以利用两种 
颜色的筹码(也可用正面朝上和正 ffl 朝下的牌，正面朝上或正面 
朝下的硬币，或两种不同筇值的硬芾）。如果 n = l t 則无需移动 4 
当2,显然是把一对筹码移动一次。你也许会有点惊讶，当 
时，也是把一对筹码的位置交换一次 D 再进一步做下去, 
你就会悟出一个简单的模 式:当 w 为偁数时,互换位置的次数为 
n /2 次，当 n 为奇数时,则为次。所以如果是100只满 
杯和100只空杯』互换60次位置就成了。 

这样需移动100只杯子。奎贝尔的解题花招可以把需要移 
动的杯子数减少一半。 

有一个与刚才分析的 问瓸非 常相似但困难得多的古典难 

题。一种类型的 n 件东西，紧挨着另一种类型的《件东西排成上 

述那样的一排（同上面一样，也可采用玻璃杯、筹码和纸牌等）。 

你想使这一排中不同类型的东西相互交错，但这里我们规定不 

同的“移动”方法：这次只准把任意一对相邻的筹码移动至一排 

中空着的位置，且滑动时不樽改变这两个筹妈的左右顺序 & 

例如，当« = 3时，解题过程如下所示： 

XXXOOO 

XOOOXX 

XOO XOX 

XOXOXO* 

普遍的解是什么？当《 = 1，是没有意义的；当 n = 2, 你立即 
会发现无解；当^>2,解此问题至少须作《次移动。 

当抑= 4时，求解不很容易,你不妨一试,煞是有趣，或许你 
能把当时的解题过程公 式化。 

— ~ * 原文如此，应 j ^ oxozox —译注 

• 10 * 



植据这一难题还可产生许多奇异的变相问题，用来测验你 
的智力。这里试举 几例： 

1. 在移动一对相邻的筹码时，若两者颜色不同，则将其位 
置互调，除此以外，其余规定不变。这样，一对黑-红筹码在移 
至新的位置前就变成一对红-黑筹码。解 S 个筹码移动五次。对 
于10个筹码来说，作5次移动也够了。我们尚不知道它的普遍 
解，也许你能找出来。 

2. 某种颜色的筹码少一个，即某种颜色的筹码有 n 个，另 
一种颜色的筹码朔有 n +1 个，除此以外，其赍规定不变。已经 
证明，对于任意 n 个筹码,其解是作/次移动,而且这是最少的 
移动次数。 

3. 使用三种不同颜色的筹码。按通常的方式移动一对对 
相邻的筹码 ，使得 所有这三种颜色交相辉映。当抑 =3( 共有9个 
筹码)，其解需作5次移动。在这些变相问题中，假设在最终形 
成的一排中不允许留有任何空距。如果允许留有空距，则问题 
的解法就令人惊奇地变为移动4次了。 

看来 尚有谇 多其它的变化形式,但据我们所知,迄今未曾有 
人提出，更谈不上解题了。例如，假设一次可以同时移动 S 个 
或更多相邻的筹码，在上述各变相问题中改用这种移动方 
式。 

假如是先移动1个筹码，后移动2个相邻的筹码，再 S 个, 
4个，依此继续下去,那又会怎样？给定某种颜色的筹码 n 个，另 
一种颜色的筹码也为 n 个，这个问题的解是否总是作仰次移 
动？ 
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令人困窘的道路 



苏珊很是为睢。她步行去学 
校，路上老是碰到斯廷基。 

斯廷基：嘻，苏珊，我可以陪 
你一起走噚？ 

苏谢；不 J 请走开3 




苏珊：我有办法了 D 每天早 
上我走不同的路线去学校 Q 这样, 

斯延 基钆不 知在哪儿找到我了。 



这张地图表示苏珊的住所和 
学校之间的所有街道。苏珊去学 
校时，走路的方向总是朝东或者 
朝南。 
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这是苏珊走的另一条路线。 
S 然她不 想偏离 学校的方向走 
路。钽总共有多少条路线可行？ 


苏珊：我真想 心道有 多少条 
路线可走。让我想一下。要算出 
>少余路线看来并不阂单。嗯， 
啊哈！ 一点不难，简单得很 I 苏珊 
想到了什么好主意？ 

她的推理 如下： 

苏珊： 在我家这个角点上写 
—个1,因为我只能从这一点出 
发。然后在与此相隔一个街区的 
两个角点上各写一个1，因为到 
达那里只有一条途径。 

苏 M ' 现在我在 it 个免点上 
写一个2，因为到达那里 T 以有 
两条迓径。 

苏珊发现2是1加1之和， 
她忽然 领悟： 若到某一角点仅一 
条途径 s 则该角点上的数字为前 
一个角点上的数字；若有两备途 
径，则为前两个角点上的教字之 
和0 
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苏珊 ：瞧！ 又有四个角点标了 
号。我马上把其余的角点都标上 
数字。 

请你替苏珊把剩下的角点部 
标上教字，并告诉她步行到学校 
共有多少条不同的路线。 


多少条路线？ 

剩下的五个点，自上而下，从左至右分别标以1、4、9、4、13。 
最后一点上的13表示苏珊去学校共有十三条最短路线。 

苏珊所发现的是一种快而简单的算法，用来计算从她家到 
学校的最短路线共有多少条。要是她把这些路线全画出来，然 
后计数，这样肯定十分麻烦。若街道布局包含有大童的格子，这 
样画根本就行不通。你不妨把这十三条路线都圃出来，这祥你 
就更能体会到上而这种箅法是多么有效。 

你对这种算法是否已经理解，可以再画一些不同的街道网 
络，然后用这种算法来确定从任意点2至另一任意点 i ? 的最短 
路线共有多少条。图1表示这种类型的四个问题。也可以用其 
它方法(例如组合公式)求解,但这些方法十分复杂,霈要较髙的 
技巧。 

在国际象棋棋盘上，“战车"从棋盘的一角到对角线上另一 
角的最短路线共有多 少条? 如苏珊给街道交点标号那样,把棋盘 
上所有格子也都标上数字，于是问题就迎刃而解了。“战车”只 
能作直线(横向和纵向）移动，所以只要确保祺子每走一步始终 
沿着右上方向朝另一角的目榇移动，便可以求出共有多少条最 
短路线。如图2所示，把整个棋盘正确标号：根据所标的数字, 
—眼就可看出在棋盘上从某角出发到任意一角，有多少条最短 
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路线。右上角的数宇是 3,43 A 所以“战车”从一角到对角线上 
另一角的最短路线共有3, 423条。 

让我们把棋盘沿对角线一截为二，使其成为图3所示的三 
角形。 底格上的数字表示从顶格至底部每格的最短路线共有多 
少条 Q 此三角形上的标号与著名的帕斯卡数字三角形上的数宇 
相同，当然，计算自顶向下的最短路线条数的箅法，恰恰是构造 
帕斯卡三角形所依据的过程。这种同构现象使得帕斯卡三角形 
成为无数有趣特性的不竭之源 3 



图3 

利用帕斯卡三角形立即可以求出二项式展开的系数，即求 
的任意次幂，同样也可用来解出初等概率论中的许多问 
题。请 注意： 图3中自三角形顶格至底部各格的最短路线的条 
数，就边缘一格来说是1,随着向中间移动，数宇逐次增加。也 
许你见过根据帕斯卡三角形所制成的一种装置：在一块倾斜的 
板上，成百个小球滚过木钉进入各列的底部。全部小球呈一条 
钟肜的二项式分布曲线，因为到达每个底乳的最短路线的条数 
就是二项式展开的系数。 

显然，苏珊的算法同样适用于由矩阵格子组成的三维结构。 
设有一个边长为 S 的立方体，分成27个立方体单元，把它看作 
棋盘，处于某一角格上的“战车”可以向三个坐标上的任何位置 
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作直线移动，试问“战车”到空间对角线的另一角格有多少条最 
短路线？ 


搞错了的婴儿 



在某医院，四个婴儿的身份 
标签祓搞乱了。两个婴儿的标签 
不锫，其他两个婴儿的标签弄错 
了。发生这种错误的情况有多少 
种？ 



一种間单的计算方法是把所 
有可能的情况列成一张表，其结 
果表明两个婴儿与其标签不苻的 
情疋共有六种 


) 现在怳设标签搞乱后，恰有 

~^ ^ 三个是庄确的，只有一个搞错了， 

脱仲而”，不 ' JW 兄? 
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你是否用列表的方法 求解? 
还是凭灵机一动想出来的？ 


搞乱了的榇签 


这个问题许多人都茫然不解，其原因是他们作了下列错误 
的 假设： 在四个婴儿中，三个婴儿与其标签相符的情况有许多 
种。但你如用"鸽笼原理”思索一下，情况就一清二楚了。假设 
有四个鸽笼， 一一 1 标有应放物品的名称。若三祥物品都放在适 
当的鸽笼内，那么箄四件物品只有一处可放，自然该处即背存放 
那件物品的地方。正确的可能只有一种，即所有四样物品都放 
置恰当这样一种情况，而不可能有更多的情况。 

有一个关于三样东西都标签错误的古典@题。一旦领悟到 
可以把情况的数目缩小为1，这问题也就迎刃 is 解了。设在桌 
上有三个盖着盖子的盒子，其中一个盒内有两枚伍分镍币，一个 
盒内有两枚壹角银币，还有一个盒内有一枚伍分镍币和 一枚賫 
角银币。三个盒上分别标有10分分、20分。怛每个标签都 
标错了。某人用手伸进那只误标有15分的盒子，取出一枚硬币 
放在此盒前方的桌面上。你看到这枚硬币后能否说出每个盒内 
的梗币？ 

同上面一样，人们一般总是首先考虑有多少种不同的可能 
但你如洞悉底蕴，一眼就可看出只可能有一种情况，从误榇 
为15分的盒内取出的硬币不是一枚镍币就是一枚银币。若是 
—枚镍币，你即明白;那盒内原有两枚锞币 i 若是一枚银币，你即 
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明 白：那 盒内原有两枚银币。无论哪一种情况，其它两个盒内装 
的是什么硬币也就随之一淸二楚了。欲知什么原因，可画一张 
六种可能情况的表。可以看出，三个盒子全都误榇的情况只可能 
有两种。从标有15分的盒内取出一枚硬币试看一下就可排除 
—种情况，仅剩下唯一正确的情况。 

有时，上述问题也会以稍复杂的形式出现。在三个盒中，从 
任意一个盒内取出最少量的硬币进行试看，以此来确定三个盒 
内各装有什么硬币。唯一的办法当然是从标有15分的盒内取 
一枚硬市试看。祖许弥能提出一些更加复杂的问题，诸如每个 
盒内东西不止两件,或者盒子不止三个等等。 

其它许多发人深思的难题都与上面婴儿问题有关，同样也 
涉及到初等概率论。例如，假设婴儿的标签以随机方式搞乱，那 
么四个标签全部正确的概率是多少？全部不正确的概率是多少? 
至少有一个正确的概率是多少？恰有一个正确的概率是多少？至 
少有两个正确的概率是多少?恰有两个正确的概率是多少?最多 
有两个正确的槪率又是多少？诸如此类，不一而足。 

“至少一个”的问题,就一般形式来说,属于古典趣味数学著 
作中的问题。这个问题通常如下所述:在一家旅店，有几个人在 
检査自己的帽子。奇帽部的粗心文郎没能使寄存牌和帽子做到 
一一 对应,她随便地把寄存牌发了出去,问至少一人取回自己帽 
子的概率是多少?结果发现，当％增大时，其概率迅速趋近极限 
1- aA ), 或比 vs 稍好一点，其中 e 为著名的欧勒常数，等于 
2,71828…，在概率问题中经常反复出现。 
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奎贝尔的塑料杯 



奎贝尔教授出了个难题。 

奎贝$ 教授： 取三只喝如啡 
用的泡沫塑料空杯，把十一牧硬 
币分别投入杯中，要求每只杯中 
硬币都成奇数。 



奎贝尔教授这不:睢办到，是 
吗？方法很多，你可以在一只杯中 
放入三牧硬子，另一只杯中放入 
七枚硬申，第三只杯中放入一枚 
硬币。 



奎51尔教授：位是.，你能否把 
十收硬币放入同样这三个坏子之 
中，使得每只杯中的硬中都是奇 
数？ 这也可以办到，但你得动点脑 

筋才行。 
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奎贝尔 教授： 但愿你还没有 
泄气。你只要想到把一只杯子套 
入另一只杯子之肀，这时很容易 
做到使每只杯中的硬币都成奇 
数。 

、 _^ 

奎贝尔 的子集 

啊哈! 一旦悟到杯中套杯，同一集合的硬币可属于不止一只 
杯子,这个棘手的问題也就迎刃而解了。用集合论术语来说，我 
们的解是7 个 元素的集合和 S 个元 素的集合，第二个集合又包 
含1个元素的子集。此解可以用图表示 如下： 




试求所有其余的解亦很有趣。要得到十个解并不困难，上 
述解法即为其中之一。但若欲发现此外的五个解，或者说十五 
个全部的解,却还需要花费一番精力。 

求出十五个解后，吋把椟币和杯子的数目，以及对于每只杯 
中放入硬币数的要求作些改变,从而产生一些新的问题。 

领悟到一个集合的部分或全部可以包含在另一个集合之 
中，从而可以作两次计箅，这是解许多著名难题和悖论问题的钥 
匙。下面是一个趣味问題。 

一个男孩逃学已达数周，学校考勤人员找到了他。小孩开 
始向他解释为何没有时间 上学： 
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“我每天睡 8 小时, 8 x 365 总共 2 ,9 2 0小时。一天有鉍小 
时,所以9 2 0/ 2 4即1池天。 

“星期六和星期日不用上学。一年总共约有104天。 

“我们还有60天暑假。 

“我一天吃饭需花3小时——一年就要 3 x 365, 共1,095 
小时，或1，095/24即45天左右。 

“我每天还需要2小时的课外活动。算起来一年也要有 
2 x 365,共730小时，或730/24即30天左右。” 

小孩把所有这些数相加 如下： 


睡眠 

122 

周末 

104 

暑假 

60 

用餐 

45 

课外活动 

30 


361 


总共361天。 

“你瞧， ”小 孩说,“仅剩下4天用作病假,我还没有把学校每 
年应放的节假日算进 i ； 呢!” 

考勤人员听后对小孩的数字研究了半天，看不出有什么破 
绽。请你的朋友们试试这个悖论问题，看有多少人能够指出其 
谬误所在，即把子集不止一次地算进去。这孩子所说的各项就 
象是奎贝尔杯中套杯的硬币一样重复地作了相加。 


• 22 • 



炙肉片策略 



约翰逊先生在户外有个炙肉 
架 7 正好 能容纳2片炙肉。他的 
妻子和女儿贝特西都饥脎楗辘, 
急不可耐。问怎样才能在最短时 
间内炙完三片肉。 



约翰逊先生：瞧，炙一片肉的 
两面需要20分钟，因为每一面需 
炙10分钟。我可以同时炙两片， 
所以花20分钟就可以足完两片。 
再花20分钟炙第三片，全部炙烤 

需40分钟。 



贝特西：你可以更快一痊，爸 
爸。我刚算出你可以节省10分 
钟。啊哈！贝特西小社想出了什 
么妙主意 3 
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为了说明贝特西的解法，设 
肉片为八 B f 0 ,每片肉的两面 
分别记 为 K 第一个丄0分钟 
炙烤和厶 1。 


现在把肉片放置一旁。再庀 
10分钟炙烤 A 2 和 C 1。 此时肉片 
焱可以炙定。 


再庀10分钟炎 烤仍和 <?2。 
仅花30分钟就炎完了三片肉，对 
吗？ 


_种普通的策略 

这个简单的组合问题，属于现代数学中称之为运筹学的分 
支。这门学科奇妙地向我们揭示了一个事实：如果面临有一系 
列操作，并希望在最短时间内完成，统筹安排这些操作的最佳方 
法并非马上就能一眼看出。初看是最佳的方法，实际上大有改 
迸的余地。在上述问题中，关键在于炙完肉片的第一面后并不 
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一 定马上去炙其反面。 

提出诸如此类的简单问题,可以采用多种方式。例如，你可 
以改变炙肉架所能容纳肉片的数目，或改变待炙肉片的数目.或 
两者都加以 改变。 另一种生成问题的方式是考虑物体不止有两 
面,且需要以某种方式把所有的面都予以“完成' 例如，某人接 
到一项任务，把 n 个立方体的每一面都涂上红色,但每个步骤只 
能做到把丨个立方体的顶面 涂色。 

今天， 运筹学 用于解决亊务处理、工业、军亊战略等许多领 
域的实际问题。即使象炙肉片这样简单的问題也是有意义的。 
为了说明这一点，请考虑下列一些变相的 问题： 

琼斯先生和夫人有三件家务事要做。 

1. 用真空吸尘器清洁一层搂。只有一个真空吸尘器，需时 
30分钟 Q 

2. 用割草机修整草地。只有一个割草机，需时30分钟。 

3. 喂婴儿入睡，需时30分钟。 

他们应该怎样安排这些家务，以求在最短时间内全部完成 
呢?你看出这个问题与炙肉片问题是同构的吗？假设琼斯先生和 
夫人同时进行操作，一般人开始往往以为做完这些家务需要60 
分钟。但如果一件家务(臀如说用真空吸生器做清洁工作)分为 
二个阶段，第二阶段延后进行（象炙肉片 闷題那 样)，那么三件 
家务可在3/4的时间即45分钟内完成。 

下面有一个关于准备三片■热涂奶油的烤面包问题^这个运 
筹学问題比较困难 & 烤面包架是老式的，两边各有一扇翼门，可 
同时容纳两片面包，但只能单面烘烤。如要烤双面，需打开翼门， 
把面包片翻过身來。 

将一片面包放入烤面包架需时3秒钟，取出来也需要3秒 
钟，将面包片在烤面包器内翻身又需要3秒钟。这些都是双手 
操作，即不能同时进行放、取或把两片面包一起翻身，也不能在 
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放入一片面包、将其翻身或取出的同时把另一片涂上奶 油 3 单 
面烘烤一片面包需要30秒钟，把一片面包涂上奶油需要12秒 
钟 。 

每片面包仅限于单面涂上奶油。未经烘烤不得亊先在任何 
—面涂上奶油。单面已烤过和涂上奶油的面包片可以重新放入 
烤面包器内以烤其另一面 D 若烤面包器一开始就是热的，试问 
双面烘烤三片面包并涂上奶油蕞少需用多少时间。 

在2分钟内完成这件任务并不太难。然面，如果你领悟到; 
一片面包在单面烘烤尚未结束时也可取出，以后再放回烤面包 
器内继续烘烤这一面，那么全部烘烤时间可缩短至111秒。即 
使你想到这点，统筹安排这些操作使效率达到最髙也远非是一 
件易事 D 在这方面，尚有无数比此更为复杂的实际问題，需借肋 
于与计算机和现代图论有关的髙度复杂的数学手段。 


难铺的瓷砖 



布朗先生的院子里铺有40 

块四方瓷砖。这晏瓷砖已经破损 
老'化，他想于以更新 a 
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他为修整院子选购新的圯 
踭。可相 S E ) 前商店宄供应长方 
形浥砖，每块大小等于原先的两 
块。 

店主：布朗先生，您要几決？ 

布朗先生 ：唔， 我要更换40 

块方究砖，所以我估计需要20 

布朗先生试着用刚买的新瓷 
砖铺院子，结果弄得烦闲不堪。不 
论他怎么努乃，总 是无法 铺好。 



负 特西： 出了什么问题，爸 
爸？ 

布朗先生 ：这些 该死的圯砖, 
真叫人恼火。最后总剩下两个方 
格没法铺上瓷砖。 

布朗先生的女儿奂了一张院 
子的平面图，并涂上颜色，看上去 
好似一张棋盘 & 然后她沉思了 ； L 
分钟 & 
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贝特西：啊哈！我看出症结所 
在了。请设想每块长方形瓷砖必 
定夜盖一个如格和一个白格，问 
题就清楚了。違里面有何奥妙， 
你理解贝特西的意思吗？ 


共有19个白格和21个红 
格，所以铺上19块圯砖后，总要 
剩下2个红格没有铺，而一块长 
方肜免砖是无法盖住2个红格 
的。唯一的办法是把最后一块长 
方形瓷砖一断为二。 


奇偶校验 

布朗先生的女儿利用所谓“奇偶校验”解答了铺瓷砖问题。 
如果两个数都是奇数或都是偶数,则称其具有相同的奇偶性，如 
果一个数是奇数，另一个是偶数 ，则称 其具有相反的奇偁性。在 
组合几何中，经常会遇到类似的情况。 

在这个问题中，同色的两个格子具有相同的奇偶性,异色的 
两个格子具有相反的奇偶性。长方形瓷砖显然只能覆盖具有相 
反奇偶性的一对方格。布朗小姐首先说明，把块长方形瓷砖 
在院内铺上后，只有在剩下的两个方格具有相反的奇偁性时，才 
能把最后一块长方形瓷砖铺上。由于剩下的两个方格具有相同 
的奇偶性，因此无法铺上最后一块长方形瓷砖。所以用 2 0块长 
方形瓷砖来铺完院子是行不通的。 

数学中许多著名的不可能性的证明都建立在奇偶校验上。 
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也许你很熟悉欧几里得的著名证明： 2的平方根不可能是一个 
有理数。证明是这样进行的：首先假设此平方根可以表示成一 
个既约的有理分数，则分子和分母不可能都是偶数,否则它就不 
是一个既约分数。分子、分母只可能都是奇数或者一个是奇数， 
另一个是偶数。欧几里得证明接着论证此分数不可能厲于上述 
两种情况，換句话说，分子和分母不可能具有相同的奇偶性或相 
反的奇偶性。而任何有理分数是两者必居其一，因时反证 r 2 
的平方根不可能是一个有理数。 

在铺砌理论中，有许多必定要用奇偶校验才能论证其不可 
能性的问题。上述问題只是个极简单的例于，因为它仅涉及用 
多米诺骨牌，即简单的、不平凡的波利米诺来铺砌。（一个波利 
米诺是一些边缘相连的单位正方形的集合。）布朗小姐的不可 
能性证明适用于符合下列要求的单位方格 矩阵： 这种矩阵若按 
棋盘那样涂色后，一种颜色的方格要比另一种颜色的方格至少 
多一个。 

拄上述问题中，可以把院子看作缺少两个同色方格的一个 
6 x 7 矩阵^显然，如果缺少的两个方格同色，20个多米诺骨牌 
无法覆盖其余的40个方格。一个有趣的并与此有关的问題是 s 
如果缺少两个颜色不同的方格个多米诺骨牌是否能覆盖住 
那缺格的 6 x 7 矩陴？ 虽然奇偶校验没有证明其不可能性，但这 
并不意味着一定可以覆盖。通过擦去一对异色的方格，可生成 
所有可能的图形。伹若逐一加以研究则不胜其烦，因为各种可 
能的情况太多，以至无法分析。对于所有的情况来说，是否有一 
种简单的可能性证明？ 

有的，此证明既简单又巧妙，为拉尔夫*戈莫里妙手偶得 
之。他同样也是利用了奇偶原理。假设此 6 x 7 矩形有一条波 
及整个内部的闭合回路，宽度为一格（图4)。假设把闭合回路 
上任何两个异色方格擦去,于是该闭合固路就一断为二,每一部 
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分都是由格数成偶数的异色方格组成。显然，这二部分的胳总 
是可以用多米诺骨牌覆盖（把骨牌看作为可以停在弯曲车道上 
的棚车)。你或许愿意尝试一下，把这个巧妙的证明应用于尺 
寸、形状与此不同的矩阵,也可考虑擦去不止两个方格的情况。 



图4 

铺砌理论作为组合几何中的一个范围广泛的领域，越来越 
受到人们的注目^要铺砌的平面可以是任何形状——“有限的 
或无限的”，瓷砖也可以形形色色，而且问題可能会涉及不同形 
状瓷砖的集合，而并非要求单一模式。不可能性证明还经常渉 
及以某种规定的方式，用两种或两种以上颜色为某一平面着色。 

与多米诺骨牌相似的三维物体是砖块，其单位尺寸为 
1 x 2 x 4 。 用这种砖块 “ 堆”成（空间铺砌）一个 4 x 4 x 4 的箱体 

并不困难，但用这种砖块可否堆成一个 6x6x 6 的箱体？这个 
问題完全可以应用布朗先生院子问题这一解法。设想把该立方 
体分成 27 个小立方体，每个为 2X2X2 。 把这些阶为 2 的立方 
体交替涂上黑、白两祌颜色，好似一个三维的囯际象棋棋盘。如 
果你把每种颜色的单位立方体的个数数一下，就会发现，一种颜 
色的单位立方体比另一种颜色的多八个。 

在那大立方体中，无论怎样放置砖块，不多不少总是恰恰 
“盖住”相同数目的黑色和白色的单位立方体。但一种颜色的单 
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位立方体比男一种颜色的多八个，最初的 26 块砖无论怎样置 
放，总会剩下同样颜色的八个单位立方体。因此无法安置第27 
块砖 3 如杲不厌其烦地探讨所有可能的堆砌方式，以求证明这 
-飫, 这样做显然极其费事。 

疲 I 砖理论仅是三维空间铺砌理论的一部分。关于空间堆砌 
问题，各种资料文献正日趋增多。它们提出了大量悬而未决、引 
人入胜的何有许多问鹿的解法可应用于商品的纸箱包装和 
堆仓等等。 

奇偁性在粒子物理学方面也起着很重要的作用^ 1郎7年， 
两名中国血统的美国物理学家*因他们在推海著名的“宇称守恒 
定律”方面的贡献而获得诺贝尔奖金。由于这一翅目专业性太 
强，故在此不作详述。但可举一个有趣的硖币戏法的例子来说 
明奇偁性守恒的一种方式。 

往桌上抛一把硬币，数一下正面朝上的有多少，若是偁数， 
则称正面朝上的硬币具有偁 数性； 若是奇数，则称其具有奇数 
性。现在把一对硬币翻身，再翻转第二对，第三对，任你翻转多 
少对 a 你将惊奇地发现 ，无论 翻转多少对,正面朝上的硬币的奇 
偁性始终不变。如果原先是奇数性，那么还是保持奇数性 ; 如果 
原先是偁数性,则始终保持偶数性^ 

利用这一点可耍一个巧妙的魔术。你背过身去，请人随心 
所欲地把硬币一对一对地翻转,再请他用手盖住其中任何一枚。 
然后你回过身去,瞧一瞧硬币，即可正确地说出他手掌下的硬币 
是正而朝上还是反面朝上。秘诀是开始时数一下正面朝上的硬 
币有多少，记住是奇数还是偶数。由于一对一对地将硬币翻转 
并不会影响其原先的奇偁性，所以你 R 要在最后再把正面朝上 
的硬币数一下，就可确定被盖住的那枚是正面朝上还是反面朝 
上。 

~ * 指杨振宁和李政道—译注 
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还有一个变相的简 題: 请他用手兼住两枚硬币，你再说出费 
住的那一对硬币其朝上一面是否相同。许多心算扑克牌花样的 
巧妙 魔术都 是利用奇偁校验来设计的。 


奎贝尔的动物 



这是久违的奎5!尔教授。 
奎贝尔 教授： 我又为你们想 
出了一个问题。在我饩养的动物 
中，除两只以外所有都是狗，除两 
只以外所有都是楛，除两只以外 
所有都是鸨鹉，我总共养了多少 

只动物？ 





你想出了吗? 





奎贝尔教授只养了三只动 
物：一 只狗、一只猫釦一只鸚鸪。 
除两只以外所有都是狗，除两只 
以外所有都是揭，除两只以外所 
有都是鴇鹉。 
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把“所有”看作为 1 


如果你领悟到“所有”这个词可以指仅仅一只动物的话，头 

脑中就有了这个问题的答案。最简单的情况-只狗、一只 

猫、一只 m 鶴 ——即是其解。然而,把这个问题用代数肜式来表 
示也是一次很好的练习。 

令 x ^ z 分别为狗、猫、鹦鹉的只数，为动物的总数,我们 
可以写出下列四个联立方程， 

71 = £P + 2 

n = y +2 
=z + 2 

解此方程组有许多标准的方法。显然，根据前三个方程式 ，可得 
出 = 由于= 由第四个方程），因此 ®+ 2 

所以0 = 1。全郁答案可由您值求得。 

由于动物只数通常是正整数(谁养的猫是用分数来表示只 
数的? 乂可以把奎贝尔的动物问题看作所谓丢番图*问趣的一个 
平凡例子。这是一个其方程解必须是整数的代数问题。一个丢 
番图方程有时无解，有时只有一个解，有时有不止一个或个数有 
限的觯，有时有无穷多个解。下面是一个难度稍大的丢番囝问 
题，同样也与联立方裎和三种不同的动物有关。 

一头母牛价10元，一头猪价3元，一头羊价五角。一个农 
夫买了一百头牲口，每种至少买一头，总共花了 100元，问每种 
牲口各买了多少头？ 

令$为母牛的头数，1/为猪的头数3为羊的头数，坷写出下 
列两个方 程式： 

* 丢番 ®( Dit ? P ha 此番都,古希腊数学家一译注 
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10^+3y-hz/2-100 

把第一个方程中的各项都乘以 2 以消去分数，再与第二个 
方程相减以 消去& 这样得到下列方程式： 

19^+5fl/ = 100 

$和2/可能有揶些整数值？ 一 祌解法是把系数最小的项放 
在方程的左边 t 5 y -100™19^ 把两边都除以5得 y =(100_ 

再把100和 ito 除以5,将余数 (: 如果有的话)和除数5 
写成分数的形式，结 果是： 

y =20—3 a ; —如/5 

显然，表达式鈿/5必须是整数，亦即 ® 必须是5的倍数。5 
的最小倍数即是其本身，由此得出3/值为1,将$和3/的值代入 
任何一个原方程，可得 z 等于94。如果$为任何比5更大的5 
的倍数，则#变成负数。所以 f 此麽仅有一个解： 5头母牛、1头 
猪和64头羊。你只要把这个问题中牲口的价钱改变一下，便可 
学到许多关于初等丢番图分析的知识。例如，设母牛价为4元， 
猪为2元，羊为三分之一元,一个农夫准备花一百元钱买100头 
牲口，且每种牲口至少买一头，试问他每种牲口可买多少头？关 
于这一问题，恰有三种解。但如果母牛价6元，猪2元，羊50分 

呢?那就无解。 

. 丢番图分析是数论中的一大分支，其实际应用范围极广。 
有一个著名的丢香图问題，以费尔马的最后一个定理*著 称：设 
有方程其中 n 是大于2的正整数，问此方程是否有 
整数解(如果 n = 则称此为毕达哥达斯三元数组，具有自3 3 + 
起始的无穷多个解)？这是一个最著名的悬而未决的数 
论问题。迄今尚未发现一个解，也未证明其无解 。 

* 费尔马 （Flerrede Fermat, 1601—16邱)，法 S 数学家 T 费尔马的最后一个 
定理又称为费尔马大定埋 —— 泽注 
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药品小浪 



一家药店收到运来的莱药品 
十瓶 3 每瓶装药丸1000粒。药 
剂师怀特先生刚把药瓶送上架, 
一封电 报接歧而至<1 



怀特先生把电报念给药店经 
理布莱克小姐听。 

怀特 先生： 特急！所有瓶药须 
检查后方能出售。由于失误，其 
中有一瓶药丸每枉超重10毫克。 
请即退回份董有误的那瓶药。 



怀特先生很气恼 & 

怀特 先生： 倒霉极了，我只好 
从每瓶中取出一粒来你一下。真 
是胡闹^ 


♦ 35 * 




怀特先生刚要动手，布莱克 

小姐拦住了他。 

布莱克 小姐： 等一下，浞有必 
要秤10次，只需秤一次就够了。 
这怎么可能？ 





»，• 

e « 0 






布莱克小姐的妙主意是从第 
一瓶中取出1粒，从第二瓶中取 
出2粒，从第三瓶中取出3枉，依 
此类推，直至从第十瓶申取出10 



把这55杜药九放在秤上，记 
下总重量。如果重5510毫克，也 
就是超过规格10毫克，她当即明 
白其中只有1粒是超重的，并且 
是从第一瓶中取出的。 



如果总重量超过规格20毫 
克，则其中有2枉超重，并且是从 
第二瓶中取出的，依此类推进仟 
判断。所以布莱克小姐只要秤一 
次，不是吗？ 
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药品大混 



六个；1后，药店又收到此种 
药品十瓶。一对电报又接踵而至， 
指出发生了一个史 糟钵的 错误。 



这一次，对超重药丸的瓶數 
无所奉告。怀特先生气恼权了。 



怀特先生：布莱克小姐，怎么 
办？我们上次的方法不中用了 a 
布莱克小姐没有立即回答, 
她在思索这个问题。 
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布菜克小姐：不错。但如果 
把那个方法改变一下，我们仍然 
只需秤一次就把份量有误的瓶药 
识别出朱。这回布茱克小姐又有 
了什么好主意？ 


药丸的二则推论 


在第一个秤药丸问题中，我们知道只有一瓶药丸超重 a 从 
每瓶中取出不同数目的药丸(最简单的方式就是采用计数序 
列)，我们就可使一组数字和一组瓶药成为 一一 对应的关系。 

为了解第二个问题，我们必须用一个数字序列把每瓶药单 
独标上某个数字,且此序列中的每个子集必须有一个单独的和。 
有没有这样的序列?有的，最简单的就是下列二重序列2, 4, 
8, 16,…这些数宇是2的连续次幂，这一序列为二进制记数法 
奠定了基础。 

在这个问题中，解法就是把瓶药排成一行，从第一瓶中取出 
1粒，第二瓶中取出2粒,第三瓶中取出4粒，依此类推。取出的 
药丸放在一起秤一下。假设总重童超重270毫克，由于每粒份量 
有误的药丸超重10毫克，所以我们把 2 TO 除以10,得到的27 
即为超重药丸的粒数。把27写成二进制数 : U 011 D 在二一十进 
制变换 ( 11011 ) 2 = ( 27 ；^ 。中， “ 1 ” 的位置显示出 2 的幂的大小。 
在 llOil 中自右向左，第一、二、三、四、五位上的“1”表眾其权 
值分别为 1 、 2 、 8 、 16 。 因此份量有误的瓶药是第一、二、四、五瓶。 

在由2的幂组成的集合中，每个正整数是单一的不 N 组合 
中的各元素之和。鉴于这一事实，二进制记数法极为有用。在 
计算机科学和大暈应用数学领域内，二进制记数法是必不可少 
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的。 在趣昧数学方面，同样也有难计其数的应用 & 

这里有一个简单的扑克魔术，可叫你的朋友莫名其妙。这 
个戏法也许看上去与瓶药问題毫无关系，但它们的依据相同，都 
是二进制原理。 

请别人把一副牌洗过，然后放进你的口袋.再请人说一个1 
至 is 以内的数字。然后你把手插进袋里，一伸手就取出一组 
牌，其数值相加正好是他所说的数字。 

此秘密简单得很。 在 耍鹿术之前，预先取各一张 
放入口袋。这副牌缺少区区四张，不大可能为人 察觉。 洗过的 
牌放入口袋后，暗中将其排置7原已在袋中的四张牌的后面。 
请别人说出一个数字，你用心算将此数表示成2的幂之和。如 
果是埤那你就应 想到： 8 + 2 =风随即伸手入袋，取出2和8 
的牌眾众。 

卜算卡片的依据也是二进制原理 D 在第三章“数字”中，图1 

表示六张卡片，它们可以用来确定1至63范围内的任意一个数 

字。请一位观众想好此范围内的一个数宇(例如某人的年龄)， 

然后请他把所有上面有此数字的卡片都交给你。你随即说出他 

心中所想的那个数字。秘诀就是把每张卡片上作为2的幂的第 

—个数字相加。例如，如果把卡片 G 和卡片，交给你，你只要 

将上面第一个数字 4 和 32 相加，便知道别人心中所想的数字是 
36 0 

确定每张卡片上的数字集合的规则是这样的：在一个数的 
二进制表示中，若右起第一位是“: T , 则此数宇就在卡片 A 上。 
该卡片上的数字集合自 1 起始，全部数字就是 1 至 63 范围内所 
有的奇数；卡片 B 则包括1至⑽范围内二进制记数法中右起 
第二位为“: T 的全部数字；卡片 <7包括二进制记数法中右起第 
三位为的全部数宇；卡片 D 、 五、，依此类推。注意： 63 这个 
数的二进制记数法是 mm , 每一位都是“丄”，因此每张卡片上 
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都有这个数字。 

有时，魔术师为了使这个戏法显得更加玄妙,故意把每张卡 
片涂上各种不同的颜色^他只箱记住每种颜色所代表的 2 的 
幂。例如，红卡片代表1、橙卡片代表2、黄卡片 代表失 绿卡片 
代表8、蓝卡片代表16、紫卡片代表 32( 可依彩虹请色的顺序)。 
于是，魔术师站在大房间的一头，请人想好一个数宇，并把上面 
有此数宇的卡 片置于 身旁，他即可根据那人身旁卡片的颜色随 
口说出别人心中所想的数宇。 


断 



金链 

一位来6阿肯色州的年轻太 
太格洛里耻，正在加利福 見亚州 

旅行。她想在旅馆租用一个房间， 
租期一 



办事员此时正心绪不佳。 

办 爭员： 房费每天汕元，* 
付现钱。 

格洛 里亚： 很抱敗, 先生，我 
没带现钱„但我有一根金链，共 
七节，每节都伍20元以上 p 
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办事员 ：好吧 ，把金链给我。 

格洛里亚：现在不能给你。我 

得请沬宝匠把金链割断，每天给 
你一节，等到周末我有了现钱再 

s 

把全蛙赎回。 


办事员终于同意了，但格洛 
里亚必須李定如何断金链的方 
法 0 


格洛 里亚： 我该三思而衧，因 
为珠宝匠是按他所切割和以后重 
新连接的节数来索价的。 


格洛里亚想了 一 1 ■会，到她 
不必把每一节都割开， s 为她可 
以把一段段金链换进换出，以这 
种方式来付房费。当她算出需请 
沬宝匠割开的节教时，她 几乎不 
能自信。你想一想需割开多少 
节7 




只需割开一节。这节应是从 
一端数起的第三节。把金链断成 
1节、 2 节、4节这样三段后就能 
以换进换出的方 式每 天付给办亨 
员一节作为房费。 


令人为难的节 

啊哈1领悟到下列两点才能解题。第一，至少需有1节、2 
节、4节这样三段（即其节数成二重级数的一些段九这样才能以 
各种不同的组合方式组成1节、2节、3节、4节1 5节、6节和7 
节。我们在上一个问题中已经知道，这就是作为二进制记数法 
基础的幂级数。 

第二,只需割开一节就可把金链分成符合要求的三段。 

关于这个问题，若把金链的长度增加，则可想出一些新的问 
题。例如,假设格洛里亚有一根63节的金链，她想把它割开，以 
上面那种方式来付63天房费(价格不变)。要迖到此种目的只 
需割开三节。你想出了吗？你能否根据金链的不同长度设计一 
个通用的解拯程序,要求分割开的节数为最少？ 

有一个有趣的变相问题：若所经手的是 n 节首尾相衍的闭 
合回路，例如说格洛里亚有一串金项链，由79节相连而成，若每 
天房费为1节，试问最少需分割开几节才能支付79天房费7 
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第二章几 何 

几何学是关于形状的研究。这一定义虽说也对，但由于其 
范围如此广泛，因而几乎没有什么意义。据说在两点之间，最美 
的距离是一条曲线。虽然这句话是针对几何学中占有相当份童 
的曲线讲的,但这一断语与其说属数学领域,不如说是属美学领 
域。 

更确切一些，用对称性这一术语来定义几何学。所谓对称 
性是指图形的任何不改变其原来形状的变换^例如，宇母 “ H ” 
具有180度旋转对称性。这意味着若把此字母旋转 ISO 度—— 
颠倒过来——它仍然是字母 “ H ' “ AHA ” 这个词具有反射对 
称性，将它置于镜前，镜中的象与原来的一模一样。 

儿何学的每一分支都诃定义 如下： 研究特定图形在特定的 
对称变换下的不变性质。举例来说，欧几里得平面几何是关于 
图形在平面上移动、旋转、镜面反射、或均勻扩展和收缩时其“不 
变”性质的研究。仿射几何是研究国形以某种方式“伸缩变换” 
时的不变性质^射影几何是研究图形在射影对应下的不变性 
质。拓扑学是研究图形在一对一的双方连续变换下的不变性 
质，诸如画在橡皮膜上的囝形当橡皮膜受到交形时仍然保持不 
变的性质。 

本书中几乎处处涉及到几何学，这一章把在几何方面占主 
导地位的问題都已汇集在一起，当然，我们选择的仅局限于只需 
灵机一动便能迎刃而解的问題^第一个难题是关于切分乳酪。 
它形象地 说明： 即使最简单的问题，也同时涉及数学中的许多分 

I 

支。这个问题部分属于平面几何，部分属于立体几何，部分属于 
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组合，部分属于算术，甚至还引进了代数学的一个重要分支，称 
为“有限差分 演算' 

“骑士大调动”是一个拓扑学问题，令人感到有点奇怪。其 
解法 衷明： 这个问题等同于用任何简单闭合曲线上的苏干点来 
提出的问题，至于闭合曲线是何种形状，那都没有关系，因为它 
仅仅涉及那神曲线的拓扑性质。我们利用一个®上的：干点来 
解题，但同样也可利用一个正方形或一个等边三角形去求解。 

本章“令人惊砑的刀”和“航空飞行”使我们暂时离开平面进 
入三维的欧几里得几何的范畴。飞行员路线问题暗示着一个著 
名的四只臭虫的路线问题。它表明有时可以采取简单得多的方 
法从而省去计算。兰塞姆所研究的那些问题使我们又回到平而 
上来，进入欧几里得几何中属于剖分理论和铺砌理论的领域。 
铺砌问题是一个组合平面几何的问题^尤卡里特小姐的切割立 
方体问题是一个组合立体几何的问题。 

地毯问题以及关于球上开洞的三维问题是两个关于某些定 
理的生动例予。在那瞾定理中，一个变量,虽然被认为应具有变 
量的性质，实际上不管其它参数如何变化，它都保持某个值不 
变。谁能料到球的体积是_个常数，无需顾及洞的宽度或球的半 
径。一个数学家初次遇到这个定理时，他(她）几乎总会感到诧 
异，随即叹之曰：“美哉!” 

一 个数学家口称“美哉”时，没有人确切知道他(她)指的是 
什么——这多少带有未曾料到如此简单的味道，然而所有的数 
学家都很容易识 别出- 个美的定理，或一个美的定理证明。几 
何学由于其直观的关系特别富于美的定理和证明。你将会在本 
章中发现一些很好的例子。 
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巧分乳酪 



乔记餐说吃食不算最 
好，但却以美味礼酪而远近闻名。 



块块乳酪状如圆盘，疣有风 
趣。一刀下去，就把一块乳路一 
切为二 O 



连幻两乃，不难将其分成四 
块，三 77則切成六块。 
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1 —天，女招待罗茜请务把 ? L 
酪忉成八块^ 

乔 ：好， 罗茜。>?艮闻羊，我这 

样切四刀就成了 0 



罗茜把切好的乳酪往采上送 

时，忽然悟到乔只需三刀便能切 

成八块。 穸 茜想出了什么妙计？ 


直切三刀 

罗茜豁然开朗，悟到圆柱形乳酪是一个立体图形，可以在中 
线处横截一刀将其一切为二。图1表示三刀如何把乳酪切为全 
等的八块。此解的假设条件是三刀同时切下。如果是连续切 
法，而且允许移动切开的部分，那么连切三刀也行。可以把第一 
次切开的两块迭在一起，加第二刀切成四块，再把四玦迭在一 
起,最后一刀切成八块。 
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凼 1 



罗茜的解法是如此简单，几乎可说是平凡的。然而它给人 
以明确的启示，对于很有意义的切分问题，可用有限差分演箅进 
行研究并用数学归纳法加以证明。有限差分演算是发现数字序 
列普通项公式的有力工具。今天，数字序列日益引起人们的兴 
_ _为它具有极其广泛的实际应用范围，还因为计箕机能够以 
极快___度$行序列的运算。 

罗茜第二' 浃切等 酪的方法是在乳酪顶面的若干中线同时切 
数刀。乳酪具有如同_.那样平坦的顶面。让我们来观察一 
下，根据在一张薄饼上切以蠢为劈够生成一些什么数字 
序列。假设沿薄饼若干中线同时切数刀, k 鼠同谢刀至多 
可以切成块。 • 、 

若在其边缘为一条简单闭合曲线的任意平面上同时切下&， 
刀，这种方法所切成的块数,是否最多也是表达式％呢？否。如 
图2所示，对随意画出许多既非凸面、且形状各异的平面，即使 
一 刀也可切成你所希望得到的块数。能杏画出一种图形，仅切 
—刀便可切出任何有限数目的全等的块？若能办到，这种图形 
的周长应具有什么特性，才能确保_ 
块？ 



若不同时进行切分，薄饼的切分将更为有趣。你很快会发 
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现：仅当时，切 n 刀方可切成不止加块。这里，我们并不 
考虑所切成的块是否全等或面积相同。囝3表示当 n = l、H4 
时，可以切成的最多块数分别为2、4、 7、11。 



a 4 

图 3 


1二.列是根据下列公式求 得的： 

— 2 + 

其中， n 是所切的刀数。此序列的前10项 h 自0始 ） 是1， 
2, 4, L 11, 16, 22,乳37, 46,…。请注意，第一行差分是1， 
H 4, m h h …，第二行差分是 1，1，1，1, i, i, 
1,…。这强烈地暗示着此序列的普通项是一个二次项。 

为什么说“强烈暗示”？因为虽可用有限差分演算找到一个 
公式，但并不能保证该公式对无限序列亦为有效。这一点尚需 
作出证明。在薄饼公式这一例子中，不难通过归纳法作出一个 
简单证明。 

从这点出发，你可以发现大量引人入胜的研究方向，其屮有 
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许多将导致非同一般的数字序列、公式以及数学归纳法证明。 
这里有一座问题可供你作初步尝试。采用下列各种切法，最多 

可切成几块？ 

1, 在马蹄铁肜的薄饼上切 n 刀。 

2. 在球形或罗茜所切的那种圆柱彤乳酪上切 n 刀， 

3, 用切小圆甜饼的刀在薄饼上切符刀。 

4. 在状如镯环（即中心有一圆孔）的薄讲上切符刀。 

6-在油蚱圈（圆环)上切仰刀。 

哭于以上这些问题，假设切分是同时进行的,若改为连切方 
式,并且允许重新安排切开的部分，其答案有何变化？ 


隐蔽的尺寸 



在市广场中央有一片很大的 
囿形 慈息地 3 市议会拟在该地建 
造一个菱形浅 水池。 



多丽丝1赖特市长看到这一 
计她找来了速筑师： 

柚特 市长： 我喜欢！菱朽的 
水池，用 k 免砖此成，不知这水池 

每边有多长？ 
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建筑师弗兰克 * 劳埃德 * 朗被 
问住了。 

朗先 生：让 我们考虑一下 。从 
4至苫是6米」 从 i ? 至 G 是 4 
米。唔，应求出凡 D 也许我需 
应用竿达哥拉斯定埋。 



朗先生王疑惑不解，市长阁 
下忽叫起来。 

柏特市长：啊哈！水池每边恰 
是9米，这是毫无疑问的。 



朗先生：我的天，怪不得你姓 
柏特，我姓朗％ 


^赖畤 （ Wright .)— 姓与正确的 （ risM )— 词同音；朗 CWTong >— 姓与错误的 
(\7 lOng ) —适同音-译注 
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有了什么简单的好主意使这 
个问题迎刃而解？ 


既是对角线又是半径 

赖特夫人忽然悟到水池每边即为矩形的对角线。这个矩形 
的另一条对角线就是圓形想息地的半径。而矩形的两条对角线 
是相等的，所以水池每边边长就是圆半径的长度。半径是5 + 
4- 9米，因此水池每边也是9米，无需应用毕达哥拉斯定理^ 

你再找一种更简便的方法试试看，这样你就更能体会我们 
这种解法的优点。如果你仅应用毕达哥拉斯定理和相似 E 角 
形，其解法一定很冗长、繁琐。但你如果想到下列平面几何定 
理： 一圆内两弦相交，一弦的两部分之积等于另一弦两部分之 
积,那么就可以得出稍为简短的解法。根据这一定理，可以求得 
直角三角形的髙为再应用毕迖哥拉斯定理,算出直角三角 
彤的斜边为9。 

有一个与此密切相关的问题，那就是诗人亨利•朗费罗在其 
小说《卡瓦诺>中所提出的有名的水仙花难题。当水仙花花茎垂 
直时，花朵伸出湖面10厘米^如果把水仙花拉向一边，使花荖 
保持直线，花朵沾水的位置离原先花莕接触湖面的位置为&厘 
米，问水深多少？ 

要解这个问题，可以先画一张如图 4( 见52页）那样的图形。 
此图与水池问题的图相似。我们要确定的就是$的长度。与水 
池问题一样，这个问题也不止有一种解法。若你还记得两弦相 
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交的定理,解这个问题是轻而易举的。 

还有一个有趣的游泳池难题』灵机一动则迎刃而解。一条 

海豚位于一圆形水池西边 的乂点 ，它笔直游了 12米，鼻子触到 
水池边上的点，转身； S, 又笔直游了 5米，到达水池边上的 O 
点，此位置与水池边上的2点正好遥遥相对，试问如果它直接 
从4点游向 C 点，需游多长跑离? 

啊哈！要解这个问题只需知道下列定理：半圆的内接角都 
是直角，所以角是一个直角。在上例中，已知此直角三角 
形的两边为5和因此斜边为13米。上述问题都给我们以 
启示 i 在许多情况下，如果思路正确，几何间题的求解会变得极 
其容易 & 而要做到这一点，这取决于你是否会想到欧几里得几 
何的某个基本定理。 






骑士大调动 



毕晓普先生在国际彖棋供乐 
部的会上提出了一个问题。 

毕晓普 先生： 使黑财士和白 
骑士*互换位置最少需走几歩？ 



—个男孩走了这样两步棋。 
使臼骑士走到上格，黑骑士走到 
下格，他共用了 24步。 







范坭.菲什来了 。 她走得更 
好，只用了 18少。 



菲什 小姐： 啊哈！我只要走 
16沙，而 iL 可 U 证明不能比这更 

少了， 



范妮为了便于说明，先函了 
—张图，其中直线表示骑士每一 
种可能的走法。 



菲什小妞如栗把这些直线 
看作柔软的线，那8个棋格就象 
一串缠结成堆的项链上的珍沐， 
拉开后就成为一个圓钚。 
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菲什小姐：在棋盘上每走一 
步相当于在这个囬上移动一夕。 
如要使骑士互换位置，我们只需 
使棋子沿圆环作同向移动即可。 


毕晓普先 生：对 ，范妮。四个 
骑士最终各走了 4歩，一共16 
步，再也不能比这更少了。 


范坭把一个白骑士换成 k 骑 
士， 问会员 们要使鉍骑士和白骑 
士五抉位置最少需走几步 D 你是 
否明白她捉问时为何脸上带笑？ 


骑士和星 

啊哈！范妮把骑 士问题 变为一个灵机一动便能解出的同构 
问题。她所提出的问题亦可用她前面的思路来求解。若把棋格用 
线连接起来，再拉开成为一个圆，我们可以看到这 些骑士 在圆上 
的位置依次为黑、黑、红、白。范妮为何脸上带笑，这是因为她 
已看出红骑士和白骑士无法交换位置。两者的顺序是无法变更 
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的，因为在圆上无论沿哪一方向移动，一个骑士总不能超越另一 
个骑上 a 你知道这是为什么吗？ 

若在圆上作频时针方向移动，白骑士总是紧跟在红骑士后 
面。除非改变圆上的排列顺序,使红骑士紧跟在白骑士后面，才 
有可能使红骑土和内骑上瓦换位置。显然，这是不可能的，因 
为这必须使一个骑 士跳过 两个黑骑士。我们把此问题变成了在 
一 条闭合囲线上按拓扑顺序排列的四个点的问题，于是找到一 
个简单的不可能性证明，而用旁的方法则是极难完成的。你可 
用其他方法试一试，相信你肯定会同意这种看法的。 

你喜欢不喜欢这种双方骑士互换位置的问题？这里还有一 
个。这个问题对你将是一次更大的考验。请考虑图5所示的一 
个 3 x 4 格棋盘上的问题^如前一样，要求走最少步棋，使三个 
黑骑士和三个白骑士互换位置。即白骑士占据顶格一排，黑骑 
士占据底格一排。在这个例子中，其同构图彤比较复杂，见图 
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图5 


图6 


当然，此图表示骑士每一种珂能的走法。假设此图形由线 
和珍珠组成，虽然我们无法象上个问题那样把此线拉开成为一 
个圆，但我们可以把此珠串图彤拉成为图7所示的形式。图7中 
的数字与图6、图6中棋格上的数宇相互对应。 



图 7 

因此，此图中的黑骑十和白骑士互换位置的问题与原宪的 
问题是同构的，现在再来求解就容易多了。你试试能否找出最 
少步数为的解法。 

如图8的星形图所示，一个古老的难题也可应用这种珠串 
法加以分析，你只需借助七枚分币或七个筹码便能求解。 



图 S 
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此问题是这样的：在星上任意一点放一枚分币，使其沿黑 
线移至另外一点。所移动的分币必须始终留在所移到的点上。 

然后在星的任何空着的点上放置第二枚分币，再以同样的 
方式将其移至任何空着的点上，如此重复直至七枚分 Ill 全都放 
到了点上。 

你很快就会发现，除非你仔细设计好一套步骤,并依此方案 
行事，否则你将陷入困境而无法继续走下去。你所要做的就是 
设计一个按一定规则放置和移动七枚 分筇的 方案。你有办法 
吗？ 


如前两个骑 士问題 那样,此星形图也可拉开成为一个圆。这 
时再来考虑放置和移动七枚分币就不难了。解法很多 & 一种简 
单的解法如下所述 :第一 枚分币无所谓，可随意放置和移动。俟 
后，就须使下一个分币从某一点移至先前分币移动后所空出的 
点上。 

请你的朋友们试试这道难题。即使你(迅速地)作了示范, 
也没有多少人能解出此題。 


奇妙的刀 



仔细看这画。你看出 有什么 
不对劲吗？ 
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肴这把刀，根本就插不进那 

刀鞘。 


若这两把77分别具有与其刀 
鞘相应一致的横截面，则乃就可 
人鞘。但你能否想出第三种形状 
的刀 和稍。 



你是否灵机一动，会想到三 
維曲线？确实有一种称为螺旋线 
的螺旋形曲线，它是除上述两种 
外唯一的、能使刀入鞘必项具有 
的形状 o 


普通耀旋线 


在现代科学中，尤其在生物学和核物理学方面，蟪旋线已成 
为一种重要的 结构 。 DNA 分子 也是蠼 旋结构 (> 螺旋线与其一 

维和二维“近亲”——直线和圆不同，它具有“旋转性'且有右旋 
和左旋之分。 
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直线或圆与其镜中的映象全等，但媒旋线并非如此。它在 
镜中正如刘易斯•卡罗尔著作中的艾丽斯注视镜中的房间时所 
说的一句话-—是“别具其形\举例来说，一个中微子以光速 
运动时，由于它是“旋转的' 所以其在时空中的运动轨迹(在某 
种意义上）是一条螺旋线。中微子和反中微子是具有相反旋转 
性的螺旋线。 

在自然羿和日常生活中，螺旋线的例子比比皆是。具有右 
旋性的螺旋线的传统定义是:在“离开”你时,依频时针方向旋转 
的螺旋线。螺钉、螺栓和螺帽通常都具有右旋性。而旋梯、糖 
棒、弹簧、绞股绳、电线和绳索则两种形式都有^理发店的招牌 
柱又是如何呢？ 

在自然界中，缧旋形的例子还包括许多动物的角、圆锥形海 
贝、 一 角鲸的松牙、人耳的耳蜗以及胳带。在植物界的茎、梗、 
蔓、籽、花、毬果、叶子、树干等上面也可见到螺旋线。松鼠在树间 
跳上珧下时的轨迹是一条螺旋线。蝙蝠出洞时的飞行轨迹也是 
螺旋线。某些大气现象，例如旋流和旋风等都显示圆螺旋形。水 
流入下水道时也会呈螺旋状。自然界在这方面例子不胜枚举, 
请参阅马丁 •迦德纳所著的 < 神秘的世界* 一书。 

标准的螺旋线是沿圆柱体旋转面上所形成的一条曲线，它 
与圆柱体的母线形成一个常数角（母线即是在圆柱体表面上 
与轴线平行的一些直线）。设此常数角为 A 显然，当时， 
螺旋线娃一条直线;当 0 = 时，螺旋线是一个圆。使0在0° 
至90°范围内变化，通过对螺旋线参数方程的分析可以确定上 
述断言。所以，直线和圆是所谓螺旋线的空间曲线的极端形式^ 
这就说明了如果刀入鞘，其形状必须是螺旋线或两种极端形式。 

螺旋线在平面上的投影显然是一个圆。如果投影是在与螺 
旋线轴成直角的情况下进行的，那么它是一条正弦曲线。这一 
点也很容易通过曲线参数方程加以证实。用这种现象来介绍正 
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弦曲线及其性质是很生动有趣的。 

这里有一个有趣的故事，解此螺旋线问题需要具有洞察力。 
—座髙为100米的圆塔，其内部有一电梯，塔外亦有螺旋形梯子 
盘旋而上，旋梯与垂线所成的常数角0为60度，圆塔直径为 U 
米。 

一夭， 皮扎先生偕夫人乘电梯至塔顶了望台。他们的儿子 
汤马托 •皮扎 在塔外自底向顶沿旋梯踏级而上。他登上了望台 
时已气喘吁吁。 

“不用说，你累坏了，孩子/’皮扎先生说。“你到台上的距 
离一定是我们的四倍,况且你是走上来的。” 

“你错了，爸爸，”汤姆说。“我走的距离仅是你的两倍 

扬姆和他父亲究竟 谁对？ 你也许以为需要按圆塔直径来求 
出媒旋形梯子的长度。出乎意外的 是：圆 塔直径13米是一个与 
題解无关的数据，完全可以忽略！ 

为何圆塔直径无关紧要，这是因为旋梯相当于内角分别为 
6 0'30° 和 90°, 髙为 100 米的直角三角形中的斜边， 

在这样一个三角形中，斜边自然是髙 （30° 角所对的那条 
边)的两倍。因此汤姆的看法是正确的。你可以把一卷邮件或 
其状如圆筒的纸卷展开来验证这一点。其结果可能使你感到诧 
异 3 你很快就会 发现： 当纸卷的螺旋形边长与柱面宽度属于上 
述直角三角形中的情况时，两者的长度是毫无关系的。 



航空飞行 



丹先生以好出怪题而远近闻 
名 n —天，他正与明友迪克，一位 
民航驾駛员，在一起喝酒。 



/5 





ki-M I 

o 


lOO^ii 



丹： 迪克，我敢说，这个问题 
你答不 出来： 一个飞行员向南飞 
100公里，再向东飞100公里，再 
向北飞100公里，这时他鬼现 5 L 
回到了昂出发问他是从哪里 
出发的？ 



迪 克：这 有何难，丹 n 这题并 
不新鲜。他是从北极出发的。 

丹..对，算你胜了。现在请你 
再想一个符合那题意的出发点， 
我敢说你答不出。 
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迪克苦苦思索了很长时河。 



迪克： 不可能还有一个这样 
的出发点。丹 7 我可以证明给你 
看。假设飞行员从北极和赤道之 
间的任何一点出发。 


迪克： 显然，他并不飞回原来 
的出发点。苦他从赤道上出发， 
他结束飞行时所处的位置距出发 
点有100公里。 


边克：如果从布道南面的任 
何一点出发 f 他最后将离出发点 
10 U 公里以上。 
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丹：好，瞧我的。你敢说我也 
答不出吗？迪克输了，你 h 道为什 

么吗？ 


设飞行员从圆』上的任何一 
点出发， ® A 离南极116公里, 
首先他向南飞100公里^ 


然后，他向东飞100公里，实 
际上是统极点飞了一圈。这时再 
往北飞100公里必定回到原出发 
点，对吗？ 


迪克： 不错，你胜了。 

丹： 你敢肯定我想不出还有 
一个出发点吗？ 

迪克： 你的意思是除却北权 
和圆 j 4 上的任意一点吗？ 

丹 ：对， 就是这个 意思。 




迪克：好，我敢说你想不出。 



可怜的迚克又输了，啊哈! 
他竞没想到这一点。 


出发点 

迪克第二次又输了，因为他没有想到飞行员可以从非常靠 
近南极的某点出发,而当他向东飞行100公里后,他正好绕着极 
点转了二圈，而在前一个解中只是转了一圈。这样又有了一个 
軋圆上任意一点都是问題的解。依此类推,飞行员也可以从一个 
更小的圆上的任意一点出发，使得他向东飞100公里正好是绕 
南极转了三圈、四圈…… & 可以看出，问越的解即出发点是位于 
由闻心圆组成的无限集合的每个元素上。这些圆的圆心都在南 
极，其半径的极限趋近于零。 

这里还要考虑一个航行问题，它涉及一种十分右趣的球面 
曲线称为斜驶线或航程线。某 飞行员 从赤道出发，保持东北方 
向飞行。他航行的归宿在哪 M ? 航裎多少？航行轨迹是何形 
状？ 
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你可能惊讶地发现其航行轨迹是一条螺线，以一个常数角 
切制地球上的经线，最后恰好终止于北极。航程是一条球面嫌 
旋线，环绕北极作了无数个圆，最终一直“扭”到极点 0 把飞行员 
看作一个动点,从餑论的意义上来讲，即使这个动点绕北极转了 
无数圈，其轨迹还是具有可以计算的有限长度。所以，如果飞行 
员（看作为一个点）作匀速运动，他将在有限吋间内到达北极， 

平面地图上的斜驶线根据地图投影的不同方式而具有不同 
的形状。在一张我们熟悉的由麦卡托#投影法制成的世界地图 
上，斜驶线成一条直线 a 毫 X 疑问，这就是为何航行者都利用麦 
卡托地图的缘故。如果船只和飞机航行时罗盘仪方向保持不变, 
其航程便是一条很容易画在地图上的直线。 

如果飞行员从北极出发，保持西南方向航行，那又会怎么 
样？这个问题与上一个问题正好相反。如前一样，其轨迹也是 
一条斜驶线，但这次我们无法确定飞行员抵迖赤道时将降落在 
哪一点上。他可以降落在赤道上的任何一点。你可以用时间倒 
退法来证明 & 飞行员可从赤道上的任何一点出发，其返程的终 
点必定是在北极 3 然而，如果飞行员到达赤道后不是返回而是 
越过赤道继续航行，那么他的斜驶线将会“扭”到南极。 

当一条斜驶线投影到与赤道平行面与一极相切的平面上 
时，其形状是一条等角螺线，或称对数螺线。这条螺线总是以一 
个常数角切割其向量径。 

另一个著名的轨迹问题四臭虫问题，它同样涉及到对数螺 
线 O 然而，锕哈！有一个妙不可言的解法，可以免去大量繁琐的 
计算。这里我们用皮扎一家所养的 W 只龟的故事扼要地说明这 
个问题。 

汤姆•皮扎成功地训练了他所养的四只龟 。艾 布纳总是朝伯 


* 麦卡托 ( Mentor ), 佛兰达斯的一位数学家、地埋学家一译注 
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莎爬去，伯莎萌査尔斯，査尔斯朝佩利拉'佩利拉则朝文布纳爬 
去。一天，他把这四只龟按顺序放在一个正方形房间的 
四个角上。他及其父母都注视着将要发生的情况。 

“非常有趣』孩子/’皮扎先生说。“每只龟都朝它右边的龟 
爬去。它们的爬行速度相等，因而在每一时刻它们都处于一个 
正方形的四个角上”（图9)。 



图9 

“是的，爸爸/’汤姆说 & “随着正方形的旋转，其面积越来越 
小。瞧！它们正好在中心碰头!” 

设每只龟以每耖1厘米勻速爬行,正方形房间每边长3米, 
问四只龟需要多少时间才能在中心碰头？当然，我们必须把这 
些龟看作为理想的点， 

皮扎先生想通过 计箅来 求解。他在新买来的袖珍可编程序 
计算器上按来按去。突然，皮扎夫人脱口而出：“你不必计箅，亲 
爱的。简单得很 I 时间是5分钟。" 

皮扎夫人想出了什么妙主意？ 

我们来考虑两只相邻的龟的情况，以艾布纳和伯莎为例，在 
每一时刻，伯莎都沿着与踉踪它的艾布纳成一直角的方向移动。 

# 艾布纳、伯莎 、査 尔斯和嵌利拉分别为四只龟的台宇 一 弹注 
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因为艾布纳总是直接朝伯莎爬去,而伯莎也一直朝查尔斯爬去， 
所以这些龟始终位于一个正方形的四个角上。由于伯莎的移动 
对艾布纳说来是不即不离，它的移动既未增加也未减少它和艾 
布纳之间的 距离。 因此，它的移动可以不予考虑。情況恰如伯 
莎停留在正方形房间的一角，艾布纳沿房间一边向它爬去一样。 

上述分析是解题的关键。艾布纳的爬行曲线必定与正方形 
房间的边长恰好相等由于边长为300厘米，而艾布纳的爬行 
速度为每秒1厘米，所以需时300秒即5分钟。其余三只龟也 
是如此。经过 S 分钟，这四只龟将会在正方形的中心硪头。 

借助于袖珍计算器，很容易用图解表示时间按很小的增量 
增加时四只龟的轨迹，即画出每一时间间隔结束时正方形的四 
条边。结果是一个颇令人惊讶 的图形 (图10)。 



图 10 


你能杏把这个问题进一步扩展到所有正多边形的 情况？ 首 
先研究等边二角形的情况，再考虑正多边形。你能否找出一个 
已知初始多边形的边长，求眼踪轨迹长度的通用公式?假设无数 
只龟(看作为点）从一个具有无限条边的多边形的各个角出发, 
一一 踉踪，那又会是什么结罘？它们最终是杏会碰头？如罘初 
始多边琅不是等边，又有何不同？如果四只龟从长方彤而非正 
方形的房间的四个角出发,又会是怎样呢？ 
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若在第一个问題中，四只龟在正方形中心碰头后，它们不愿 
意特吞一起，又开始向外爬去，每只按远离其左边一只的方向移 
动，问这四只龟是否必定回到房间的四个角上 a 


奎贝尔的火柴 



梅布尔王在向奎贝尔教授讲 
述一个火柴难题。 

梅 布尔： 只移动两根火柴，俛 
其变成四个同样大小的止方形， 
不可将火柴折断、重迭或重折。 



奎贝尔教授：看来你是一个 
老手，梅布尔。只需移动这两根 
火柒问題就解决了。 



务贝尔教授然后把四根火柒 
拿掉，只留十二根在桌上。 

奎贝尔教授：好啦，梅布尔， 
请你用这十二根火柒组成六个单 
位正方形。梅布尔只好甘拜下风, 

你能否帮他解决？ 
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火柴游戏 


为了解奎贝尔教授的问题,梅布尔必须考虑到这一点:并没 
有对她说过这十二根火柴必须位于同一平面上。就三维结构来 
说，不难以十二根火柴为边组成一个单位立方体。自然它有六 
个面，且都是止方形。当罗茜发现乳酪的切分法时，也是由于领 
悟了这一点 a 

这个问题的另一种形式也 i 午大家更为熟悉，即用六根火柴 
组成四个全等的等边三角形。这个问題的解是形成一个正四面 

体的框架^ 

这里还有六个巧妙的火柴或牙签问题。解法很巧妙,啊哈! 
你能否解决？ 



1. 移动最少根数的火柴使其成为一个正方形, 



2. 去掉最少根数的火柴，使图中的八个等边三角形保留四 
个，不允许端点完全脱离。 
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S 、 移动最少根数的火柴使这条鱼反向而游 》 



4,移动最少根数的火柴使这头猪反向而望0 


UJ 

% 


5. 移动最少根数的火柴使楼桃不在这老式的玻璃杯内。杯 
子可朝任何方向，但当然不允许移动楼桃。 



6-移动最少根数的火柴使橄榄不在这马提尼酒杯之内。与 
前一样，杯子可朝任何方向但不允许移动橄榄。 

如果把实际解法写在这里,读者就索然无味了,所以我们只 
把所冊移动的最少根数提供如下： 



— 根。 

2. 四根。 

3. 三根 a 

4. 二根。 
6. 二根 0 
6. 零稂。 


巧妙的划分 



兰塞姆是一个测量 g ， 擅长 
把奇形怪状的地皮划分成一呰全 

等的部分。 



一次，请他把这块地皮划成 
四个全等的部分。你想他是如何 
解决的。 
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这是唯一的解法。 



兰塞姆 的下一个锋务是把这 
块地皮分成四个仝等的部分。这 

事有点棘手。 



v 然而，他几经努力终亍找到 

〆 答案。 





把一个正方形划分成四个全 
等的部分，这今问题对于兰塞姆 
来说易如反掌。但请他将此分成 
五个仝等的部分时，他一时感到 
为难。 
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兰 塞姆： 我想不出来 s —定 
有一种方法 3 呀，啊哈！我明白 
了 。 

你能猜出兰塞姆有了 什么好 
主意吗？ 



兰 塞姆： 其好笑。这种方法 
可把一个正方形划分成任意数日 

的全等的部分。 


剖分理论 

你可把兰塞姆的三个问题考考你的朋友，以博一笑。前两 
个难越的解是些很奇特的形状。这些形状给人以一种微妙的启 
示:既然一个正方形无法分成五个正方形,那必定得分成五个特 
别的彤状。很少有人想到这一显而易见的解法，令人好生奇怪。 
顺便提一下，把一个正方彤分成五个全等的形状，仅此一种方 
法。 

你把这个难理考过你的朋友之后，还可再给他或她试试与 
此有关的第四个问題。首先向你的朋友说明怎样把图11中的 
—块地分成四个全等的部分，再问能否把这块地分成三个全等 
的部分。 ， 

你的朋友也许因为题目太难而很快泄气。曾记否兰塞姆把 
—个正方形分成五个等同部分的那种诀窍 o 你可向你的朋友说 
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图 11 


明如何运用这种诀窍使问题迎刃而解,他或她将会恍然大悟。图 
12为此问题的答案。如前一样，这种方法显然也适用于把这块 
地皮分成 任意个 等同的部分。 



象切分乳酿问题那样的难题一样，上述问题也属于所谞剖 
分理论，它是趣味数学中丰富多采的一个分支。许多平面几何 
和立体几何中的实际问题的求解可以从中得到有益的启示。兰 
塞姆的前两个问題特别令人感到兴趣，因为每块地皮是被分成 
与原先形状相同的若干块。形状具有这种性质的称为重复花 
样。 
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图又显示了几种重复花样。你能否把每种形状分成若 
千与此形状相同的部分？显然,若拥有源源不断的重复花样，你 
便能非周期性地铺成一个平面。例如』考虑一下兰塞姆第一次 
所解的那种 L 形重复花样，四个这样的 h 形可组成一个大的 
形花样，四个大 l 形又可 m 成一个更大的 l 形花样，依此重复 
下去可铺成一个无穷大的平面。请注意我们也可按相反方向无 
限重复下去，把每一个 L 形分成四个较小的 L 形，再把这四个 
L 形分成更小的 L 形,直至无穷小。 




m 13 


关于重复花样所知甚少。已知的重复花样也耵周期性地铺 
成平面，这就是说，在所镩成的乎面中有一种基本图形 i 它们以 
平移面非旋转或反射的方式组成平面。是否存在一种无法进行 
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周期性铺面的重复花样？这是铺砌理论中一个著名的悬而未决 


的问题。 

关于立体重复花样所知就更少了。当然，正立方体是其中 
之一，因为八个正立方体放在一起可组成一个大立方体，正如四 
个正方.形放在一起可组成一个大正方形一样。你能否想出别的 
立体重复花样的例子？ 

4 


如果被分成的若干全等图形并不要求与原先的地皮形状相 


同，那么还可提出许多别的非同一般的 问题。 例如图14是一个 


由五个单位正方形组成的 T 形。这个 T 形无法分成四个更小 
的 T 形,但你能否将其分成四个某种形状的全等 部分？ 


图14 

甚至把一个平面图形分成两个全等郁分也可能是困难的。 
图15是 -+ 些你可能会感兴趣的例子，其解请见书末。 

在剖分理论中还有一个优美的分支，它涉及把一个已知多 
边形分成个数最少的任何形状的部分，使得这些部分能够重新 
组成所规定的另一个多边形 a 例如，一个正方形最少须分成几 
部分以重新组成一个等边 彐角形 (答案是4)。哈旱•林格伦所 
著的何剖分趣味问题及其解法▲一书极为生动地叙述了这方 
面的内容^ 
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尤卡里特小姐的立方体 



尤卡里特小姐把一块很: fc 的 
木头立方体放在桌上， 

t 卡里特 小姐： 今天我要好 
好地考你们一下 U 就这个立方体 
提三个 问题。 



尤卡里特小姐：我们用个 
台锯锯九次便能将其分成64个 
单位立方体。 



尤卡里特 小姐： 如果在锯前 
允许把锯开的各块重新排列，那 

么只需铥六次、第一个问题是证 
明少于六次便不能达到目的。 
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当学生们在考虑第一个问题 
时，尤卡里特小姐在这立方体的 
两个面上函了共一点的两条对角 

线 0 



尤卡里特 小姐： 下一个问题 
是求这两条对角线之间的平面先 
甬有多大？ 

尤卡里特小姐拿一把米尺放 
在立方体的顶面上，准备 V 提出最 
后一个问题。 

尤卡里特 小姐： 若用这把尺 
測量从 Z 至刀的空间对角线长 
度，有什么最简单的方法？ 

你考得如何？我三道题中只 
做出两道。 


尤卡里特小姐的立方体 

第一个问题的 解法: 对于一个 4 x 4 x 4 的立方体,若平面锯 
割次数少于六次，则无法将其锯成64个单位立方体(每次锯割 
后允许将锯成的立方体重新排列）。为了证明这一点你只需考 
虑大立方体内部的 8 个小立方体中的情况。由于这些小立方体 
没 有-面 属于大立方体的表面，所以这种小立方休的六个面都 
必须经过一次平面锯割才能 形成。 鉴于锯割一次平面只能锯成 
小立方体的一个面，显然，六个面至少必须锯六次才成。 
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如要把任意一面都可分成整数单位的长方体锯成若千个单 
位立方体,允许在锯后将锯成的各部分重新排列,但要求平面锯 
割的次数为最少，试问这方面是否有一个普遍适用的步骤方法? 
有的，此方法如下 所述: 沿着在某角点相交的三条边中的任意一 
条，确定其最少需要锯几次才能槙截这条边从面把立方体锯成 
若干单位宽度的部分^为了求最少需要锯几次，苜先横截这条 
边锯成单位宽度数尽量接近于一半对一半的两部分，然后把锯 
开的两都分迭合,重复此过程直至锯成单位宽度的各部分为止。 
每条边都有一个最少的锯割次数，三个最少次数之和即是所东 
的解3 

例如,一个 3 x 4 x 5的木块需要锯七次:长为3的一边锯二 
次，长为4的一边锯二次，长为6的一边锯三次，总共七次。早 
在 1952 年在数学杂志上发表了这一算法的证明。 

第二个问题的解法:要解这个问题，哭键是在立方体的另一 
个面上再画一条对角线，从而把尤卡里特小姐所画的两条对角 
线连接起来(图16)。 



这三条线组成一个等边三角形，其内角为60度，所以我们 
证明尤卡里特小姐立方体上的那个平面夹角是60度。 

这个问题还可巧妙地加以扩展。假设尤卡里特小姐在立方 
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体上画了两条线，如图所示,把三条边的中点连接起来，问这 
两条线之间的平面钝角有多大7 



图17 


解法同前，首先在另外四个面上各取一个中点并将其连接 
起来,使这六条线沿立方体成为一个闭合回路。显然，这六条线 
段长度相等，每一对邻角也都相等。因此,如果能证明所有顶点 
都在同一平面上，那么这六条线就构成一个正六边形。这可能 
要用到一点演绎法或解析几何。但你也可以用实物试一下，沿 
着由那六个中点组成的平面，把一个立方体木块锯成相问的两 
半。 

一个立方体可以一锯为二，其截面是一个正六边形。这一 
点确实令人惊奇,几乎是与直觉不合。当然，一旦我们明白原题 
中的两条线就是正六边形的一对邻边，就知道它们之间的夹角 
是度。 

图 U 还可提出一个有趣的问题。假设一只苍蝻沿着立方 
体表面从中点2爬到中点图中两个线段是否为苍蝎爬行的 
最短路线？ 

此问题的关键与下面有关：若要求/至 G 的最短路线，可 
以先把立方体“展开' 使得两个邻面处于同一平面，然后在 
此平面上从2至 C 画一条直线。我们须考虑一下，因为这样 
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做有两种 方法: 把朝前的一面和朝上的一面展开，或¥前的一 
面和朝右的一面展开。第一种情况,路线的长度为第二神 
情况，路线的长度为据此证明图17所示的路线确实是 
沿着立方体表面从2至 G 的最短路线。 

第三个问题的 解法： 当然，你可以量一下立方体的边长，然 
后两次反复应用毕达哥拉斯定理从面求出那条空间对角线的长 
度。但有一种简单得多的方法，即把立方体放在一张方桌上，使 
其与桌角齐平，然后在离桌角距离为$的桌边上做一个小记号, 
其中^为立方形的边長。这时再将立方体沿着这条桌边平移到 
记号的另一边，如图18所示。显然2至力的距离与立方体的 
那条空间对角线的长度相等，可以直接用尺测量出来。 



假如有一个很大的球』而你手中尺的长度只有该球直径的 
三分之二左右，你如何用尺测童出球的半径？最简单的方法是 
在球上涂一点烟灰或唇耷，然后把球放在地板上,貼近墙壁使墙 
上留下烟灰或唇眘的记号。此记号的髙度即是球的半径，用尺 
很容易量出。你能否想出类似这样的巧妙方法从而澜出锥体和 
棱锥体的 髙度？ 你如何用木匠的角茂精确测出一根圆管的半 
径？ 
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地毯难越 



塔克地毯公句接到为一新建 
机场的环形走廊提供墙间地磋的 
要求。 



当塔克先生看到设计 图时， 
他冒起火来唯一所标的尺寸是 
与内围相切的弦长 0 



塔免光生 ：嗳呀 ，不心道两个 
B 1 间蓝已 圆环的面积，如何能给 
他们定出地毯的价钱呢？我最好 
去找我的设计师夏普先生。 
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夏普先生是一个老练的几付 
学家^他并不太着急。 

夏普先 生：塔 克先生，我所需 
知道的就是那条弦长。我只要代 
入—个公式就能求出那闽坏的面 
积。 、 



塔克先生面露惊讶之色，随 
即微笑起来。 

塔克先生；谢谢你，夏普先 
生，但我吋于你和你的公式都不 
需要！也不需如道这两个圆的面 
积。我马上就可告诉你结果。你 
心道塔克先生是怎样算出的吗？ 


惊人的定理 


塔克先生作推理如下;我知道夏普先生是老练的几何学家， 
因此一 定存在一个仅仅已知与内圓相切的弦长便能求出圖环面 
积的公式。换句话说，两个圓的半径可能是任何两个值面弦长 
仍为100米。 

然后，塔克先生心中思忖：当内圆半径达到其最小值即为零 
时,其结果如何？这时圆环变成一个圆，其直径即为弦长 ioo 
米，圆面积则为 m 50 3 约等于7,854平方米。假定存在着1个 
公式，此值必定也是两个圆之间的圆环面积^ 

概 言之，任何圆环的面积等于以该圆环内最长直线为直径 
的圆的面积。应用圆面积公式很容易证明这一令人惊异的定 

理。 
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下面是一个类似的三维问题;仅知管子墉面上的最长直线, 
求此厚壁管子的体积（图 19) o 



这条最长直线相当于上面所讲的切线，由此很快可以算出 
管亇爝面的环形面积。把所得结果乘上管子长度即为管子的体 
积。 

还有一个奇妙的问题，但其相似性没有那么明显。在一个 
球体中心笔宜钻透一个6厘米长的圆柱形孔，问剩余部分的体 
积是多少？在毫无其他数据的情况下，求解似乎不大可能。然 
而，不必计弊即坷 证明: 球体剩下部分的体积总是等于以洞长为 
直径的球体体积。 

如前所述，先假定此題可以求解，那么其结果就会脱颖而 
出。若此題有解，则球体钻孔后剩余部分的体积一定与孔的直 
径无关。于是，我们把孔的直径减少到下限即零，这时孔变为一 
条直线即为球体直径。因此，答案为(4/3；^3 3 = 3(^立方厘米。 
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蛋糕的稀奇切法 


琼斯先生与夫人、十几岁的 
儿子及七穸的女 儿苏珊 共进晚 
餐。他们快吃完了。 


那天正是苏珊的生曰，琼斯 
夫人焙制了一个正方形蛋糕，长 

宽各20厘米，高5厘米，顸面和 
四个侧面度盖着厚厚的糖衣 a 




琼斯 先生： 多漂亮的蛋糕，亲 
愛的。对于我们大家来说份*也 
恰到好处。我先 b 下给苏珊的一 
份。因为她叫满七交，我从蛋耗 
—免的七厘米处开始切，一直切 
至中心 a 



苏湖■的这一块形状很懷 j 一 
会儿她就口出怨言了 

苏珊：爸，你给我的份量不 
足，不满四分之一。即使份黃不 
少，糖衣也太少了。 


她哥哥不同意这种说法。 
苏珊的 哥哥： 你真贪心，苏 
珊。我觉得爸爸给你的份量太 
多，你应该退回一点。 


琼斯先生 ：嗯， 你柄都错了 e 
这一块恰好是整个蛋糕的吗分之 
— J 上面的糖衣也恰好占四分之 
- O 你能解释琼斯先生为什么这 
样说的道理吗？ 


你只需要把两条切线经过蛋 
輯的中心点，延长到另一边。簋 
而易见，这两条切线 T 把这块蛋 
糕分成四个 全等的部分，对吗？ 



切蛋糕 


根据这个切蛋糕问题很容易联系到所有其它的正多边形问 
题。举例说,如图20所示,假设有一块等边三角形蛋糕,从中心 
沿着一个360/3 = ：!20度角的两边切下，切下的一块显然是整个 

蛋糕的三分之一,只需把一条虚线连成实线就一清二楚了。假设 
蛋糕是正五边形的,从中心沿着360/6 = 72度角的两边切下，则 
可得到整个蛋糕的五分之一。假设蛋糕是正六边形的，从中心 
沿着360/6 = 60度角的两边切下，则可得到整个蛋糕的六分之 
这适用于所有正多边形，即使角的度数并不象上述那样是 
—个整数，也同样成立^ 



如图21所示，把一个正方形分成四个全等的部分，这是一 
个已达数十年之久的切分问题 3 你若把这四块纸板交给你的朋 
友们，请他们重新拼成一个正方形。他们一般会感到为难。他 
们解 m 这个难题后，再请他们用这四块拼成两个正方形。 

这是一个花招。啊哈！你得想个巧法子才行 s 如图22所 
示，第二个正方形恰是第一个正方形中间的一个孔。孔的大小 
取决于原先那个正方形上所切的每一刀与边之间的夹角。若此 
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角为零, ？ L 的面积亦为零 i ® 此角力 45 度，则孔的面积达到最大 
值 0 




图22 
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第三章数 宇 


算术可用多种方式来定义。这里只限于研究整数算术和对 
数字进行加、减、乘、除所得到的运算结果。 

在人类社会的初级阶段(没有哪个人类学家知道是什么时 
候)，古人逐渐发现可以对事物进行计数。无论计数的次序如何， 
结果总是一样。假如你用手指数两只羊，不管你先数琊一只， 
也不管先从姆指开始数起』还是从小指开始数，都没啥关系，其 
结果总是2。假如你数了两只后还有一只，那么结果总归是3。 

要意识到象 2+1-3 邡样的运算法则，必定要经过好多世 
纪的漤长进程。假如可以观看以往历史的动画片，我们也无法找 
到这样一个世纪,使得我们可 以说: “这就是人类发现算术的时 
候”。儿童也是这样逐渐认识数目字的。小孩子可能会在某个时 
候第 t 次说出：“一加一等于二”，但是，在用语言把它讲出来以 
前，小孩子早已意识到这句话的含意了。 

所有正确的算术法则都由公理和数制定义导出。但这并不 
意味着我们光听一听就能识别算术陈述的真伪。假如有人 断言; 
12,345,679 X 9等于 111, 111，111,那么在你用乘法证明它 

之前,可能是不会相信的。有些算术法则的陈述很简单，但含意 
却十分深奥，没有人知道这些法则究竟是否成立。哥德巴赫猜 
想即是一个有名的例子。每个偶数（大于 2 )是否是两个素数之 
和？至今既未证明这是“对”的，也未发现一个反例。 

本章介绍的各种有关计数的简单问题,只要思路对头，这些 
问題都可迎刃而解。我们所选编的一些題目，尽管是最基本的, 
但是可以从中引出一些重要的概念和技巧，并可导出更深奥的 



“ 髙等算术”，也就是现在所谓的“数论”。例如,“掰开的唱片”一 
节，可引出丢番图分析,从而求出方程的整数解。 “ 多余的一个” 
—节将涉及十分重要的最小公倍数的概念，并在重要的“中国余 
数定理”基础上介绍一种戏法。 

“对分法”在计算机检索和分类理论方面十分重要，它是猜 
测海伦未曾登记的电话号码技术基础，由此可以导出二进制记 
数法。作为许多娘深的数论证明基础的“鸽笼原理' 是在证明 
下列两个有趣的題目的过程中产生的:一个是钞票问題,另一个 
是头发根数问題。由于存在两个整数“互素”(没有公因子)这一 
情况，所以就可以很快地证明手表的时针、分针和秒针除了在十 
二点钟以外永远不#重合在一起——该法则通常是用繁琐的代 
数法来证明的。 

瓶子计数问題用模数运算颇容易解决，由此臀出的_“约瑟 
夫斯问题”是个经典的数字问题，可用一副纸牌巧妙地加以模 
仿。 

本章选编的一些难题，虽然在数学家看来很平常,但这些问 
題却为研究数论的一些崭新的分支开拓了道路。这些难题定能 
使你体会到在所有演绎系统中，那个最古老的演绎系统（即处理 
我们所熟悉的数目字的符号系统)该有多么丰富多彩。 
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掰开的唱片 


奎離的 



跑勃和海伦都热衷于解雎 
题，他们的最大吊趣就是彼此用 
睢题来难住吋方和难倒他们的朋 

^0 



鲍勃和海伦经过一家唱片商 
店。鲍勃说， 你那兹 西部田园音乐 
唱片还在吗？ 



海伦： 没有了，我已经把一 
半唱片和一张唱片的一半送给了 

苏席 a 
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海伦： 然后我又把剩下的一 
半唱片和一张唱片的一半送给了 

乔。 


海伦：我现在只剩下一张唱 
片了，假如你能说出我原 未有几 
张西部田园音乐唱片，那么这一 
张就送给你 a 


鲍勃给弄糊涂了， S 为他怎 
么也弄不懂半张唱片还有什么用 
处0 


突然他叫了一声。啊哈！他 
明白了，一张唱片也没有掰开过。 
他答出了这一难题，她就把最后 
一张唱片送给了他。鲍勃到底有 

I 

什么诀穹呢？ 


分整为半 


你有没有上过当，以为某物的一半加1/2就不可能是一个 
整数？假如是这样的话，也许你会从掰开唱片的角度来考虑解 
决这个问题，那可就立即误入歧途了。锕哈！窍门在于看 出:数 
量为奇数的唱片,取其一半再加上半张唱片，一定是个整数。 
因为海伦在最后一次送礼后只剩下了一张唱片，所以在 

她把唱片送给乔之前，一定有三张喟片。3的一半为而 

= 所以海伦最后一次送礼是 2 张唱片,末了自己留有 

—张完整的唱片。现在倒过来往前算就很简单，她原来一定有 
七张唱片，给了苏席四张。 

当然，这个问题可用代数方法求觯。列出这个问题的方程 
式，然后求解。这是初等代数的一个很好的习題。不过令人惊 
奇的是，这么简单的小问翅却要列出十分复杂的方 程式： 


仿一 (音 +1) 一 




2 







改变一下参数，就很容易构成同类的新问题。例如,假使海 
伦遵循同样的贈送方式，每次把唱片总数的一半加半张唱片送 
给别人，但一共赠送三次而不是两次,最后全部送完，一张不留。 
那么她原来共有几张唱片呢？你会很有趣地发现，答案同上例 
完全一样，起初共有七张唱片 [ 第三次送礼是把最后一张唱片 
也送给人了。假如按这样的依次“分半”办法送礼四次，最后还 
留下一张唱片，那么原来共有几张唱片呢？若送礼五 次呢？ 这 
些数产生怎样的一个数列？ 

每次赠送的分数量也可以变化。假如海伦每次送掉手中喟 
片的 H 分之一加一张唱片的三分之一，送了两次以后发现还剩 
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下三张唱片，那么她原来共有几张唱 片呢？ 如杲她按这种“三等 
分”办法送礼三次,最后自己还留下三张唱片，此时是否有解?你 
会发现，改变参数一赠送次数、分数量和域后留存的整张唱片 
数一一在不掰开唱片的意义上，并非总是有解。那么，在什么样 
的限定条件下既能解决这类问題又不需掰弁一张唱片呢？ 

同样，并不霈要在每次赠送时的分数量完全一样。例如，在 
下面这个难題里,分数量是不 同的： 

某孩爱好养金鱼,他决定把他的金鱼全部出售了，并分以下 
五次卖出： 

第一次卖出全部金鱼的一半加二分之一条金鱼； 

第二次卖出剩余金鱼的三分之一加三分之一条金鱼 I 
第三次卖出剩余金鱼的四分之一加四分之一条 金鱼； 

第四次卖出剩余金鱼的五分之一加五分之一条金鱼； 

现在还剩下11条金鱼。当然,在出售时金鱼是不能切开或 
者有任何破损的。他原来共有多少条金鱼？答案是60条。但 
这个问题不象前面一些题目那样容易解答，请你试试看，能否解 
答出来。 

下面是一个与之大同小异的题目^ 

某女士钱包里有一定数量的整元钞票，身边没带零钱。 

1- 她花一半钞票买了一顶帽子』给了语门口的乞丐一元 
钱； 

2. 用膳花去了余下钱的一半，另给侍者两元钱 小费； 

3. 她用余下钱的一半买了一本书，回家前到鸡尾酒馆去了 
一次，喝酒花了三元钱； 

现在她还剩下一张一元钱的钞票。假设她没有把整元的钞 
票兑开过，那么她原来有多 少钱？ 答案附于书末。 

值得注意的是，在上述各例中都已知最后剩余的数目。若 
是不知道这 一数目 ，问題 一般也 是能够解决的，不过可能需要在 
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整数范围解不定方程 3 最有名的一个类似问题曾作为美国作家 
本_艾姆斯 •威廉 斯写的一个小故事的根据，这个故事刊于1926 
年10月9日的 《 周末晚报 》 上。 

这个故事名为“椰子' 说的是五个男人和一只猴子因翻船 
而来到一个小岛上。第一天，他们花了一天功夫来采集椰子。夜 
里，有一个人醒了，他决定取走自己的一份椰子 D 于是他把椰 
子分成五堆,结果还剩下一只椰子，他便把它分给了猴子。然后 
他把自己的一份藏好，就回去睡觉了。 


过了一会儿,第二个人醒了，也千了这样的事。他把揶子分 
成五堆以后，还剩一只，便把这只椰于留给 T 猴于。然后他把白 
己的一份藏起来，也回去睡觉了。以后，第三个人、第四个人和 
第五个人一点不差地全都这样做了。第二天早展他们都起身之 
后，把剩下的椰子分成五份，这次就没有剩余的椰子了。 

他们原来采集了多少椰子？ 

这个问题有无数个答案，最小的答数是3121。这不是一个 
简单的 题目。 


在讲到从一堆椰子中取出份额的问题时，这里还有一个“看 
谁答得快”的题目，一瞬间你可能会觉得难得使你愣住：假如有 
25只揶子堆积在丛林里一块空地上，一只猴子偸剩7只，那么 
还存几只揶子？答案不是18只。 
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海峡怪兽 



鲍勃：如果海峡怪兽的身长 
是20米与其身长之半的和，那么 
它该有多长 T 



海伦：让我想想看。二十与 
二十的一半为三十，所以它有30 
米长。 



鲍勃： 海伦 ，我 真对你感到诧 
异，你的回答是自相矛盾的。它 
怎么既是20米拉，又是30米禾 
呢？ 
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身长 a 是 20 米 
加上身长之半 

—— q — y 


海伦：是呀 5 这句诂的意思 
只 能是： 总长为身长之半加上20 
米。现在问题够清楚了，你能说 
出怪兽有多长吗？ 


身长之半 


关于这个问題，鲍勃是这样 说的： 怪兽的身长等于如米与 
该怪兽身长一半的和。设想把怪兽分成两段相等的长度（称每 
段长度为“半长”)。如果怪兽的身长为其中一个“半长”与20米 
之和,那么20米也一定是另一个“半长、所以总长是40米。 

这个问题的代数方程很简单,若设$为总长，则 

_20+音 

既然你已经知道这一解答竞如此简单，那么下面类似的问 
題你能立即回答吗？在天平某一边秤盘上的一块砖头同该天平 
另一边秤盘上的3/4块砖头与3/4公斤砝码完全平衡，这块砖 
头的重量是多少？ 

海峡怪兽问題表明，在回答之前确切地理解題意是十分重 
要的。如果你对问题的最初解释导致一个矛盾的结果，那么 ，或 
者是这个问題无解,或者是你没有正确地理解这个问题,两者必 
居其 
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多余的 _个 



在铯勃和海伦穿过公园的时 
候，看见足克松中学的乐队正在 
排练游行队伍。 



在乐队行进时，四个人一排， 
剩有一个男生，可怜的小斯皮罗 
最后压队，乐队指挥为此很伤脑 



泠不使单独一名乐队队员留 
在队伍的末尾，指挥让乐队三人 
一棑行进，但是斯皮罗仍終孤独 
一人在最后一排 n 


• W 




卽使乐队二人一排杆进，情 

兄还是如此 O 


虽然这不关海伦什么事，仨 
她还是向指挥走了过去。海伦 
说： 我可以提个建汉吗？鲍勃 ：不， 
小祖 # 请走吧，勿打优我。 


海伦：好吧，不过，我还是要 
告诉你，应该让乐队五人一排行 
进。鲍 办说： 亲愛的，我正好也想 
要五人一排试试看。 

当乐队以五人一排行进时， 

每排都排足了人，斯皮罗不再单 
独一人压队了。这个乐队到底有 
多少队员呢？ 


从余轚 得全敦 


海伦很快地把乐队人数数了一遍，发现乐队人数刚好是6 
的一个倍数。若是不看整个乐队你能确定这乐认的人 数吗？ 
啊哈！是否是这样:总人数除以2、3和4以后，还有一个以 
斯皮罗为象征的余数1。具备这一特征的最小数宇，显然比次 
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3、 4 的最小公倍数大这三个 除数的最小公倍数为任何 
—个比12的倍数大1的数,被 2 、S 和4除了以后都应该有一个 
余数1。 

当乐队以五人一排行进时，这余数就没有了。因此,总人数 

还必须恰好被5除尽。这个问题的解应该是下列数列中的5的 
佰数:13,沾，37, 49, 61，73, 85, 97, 109, 121, 133,145, . 

对一个中学乐 p 人来说, 14 5人太多了，所以尼克松中学的乐 
队人数，应当是85人或者25人。尚无充分的信息足以在这两 
个答案中作出抉择。 

这个问题的一种变型，同前面的情况一样，只是乐队每排以 
2人、3人和4人行进，但最后一排总缺少1人。此时乐队该有 
多少人呢？现在我们必须写出一列数，这些数要比12的倍数小 
1，且怜好被5除尽。这些数是: 35, 95, 165, …… 

美国编写趣昧难题的萨姆 * 洛伊德想出了下面这道更难的 
同类题目。在爱尔兰守神节那天，许多爱尔兰人准备在纽约城 
举行每年一度的庆祝游行。格兰德•马歜尔曾想把队伍每排排 
成10人、9 入、8 人、7人 J 人、5人、4人、3人和2人，但每次最 
后的一排总是缺少一人。那些人想这个位置大概是给数月前死 
去的凯西的鬼魂占据了。最后，格兰德_马歇尔恼火了，叫大家 
排成一列纵队前进。假定人数不超过7000人，那么究竟有多少 
人？这是一道寻找一组数字的最小公倍数的很好习题。该题的 

最小公倍数为2520。如果把凯西从人数里减去，便得到答案: 
2519 0 

如果在每次做除法以后得到一个不间的余数，问題似乎更 
难了,但是亦不尽然，例如，让我们考虑这样一个溯源于七世纪 
印度算术书的经典趣味难题。 

某女士手里拎了一篮鸡蛋，从她身边奔跑而过的一闪惊马 
吓了她一大跳，绪果把篮里 的鸡嗤 全打碎了。有人问她篮里原 
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来装了务少只鸡蛋，她说自己的算术较差，不过记得当她把鸡蛋 
两个一数、三个一数、四个一数、五个一数时，余数分别为 H 
3和4只鸡蛋 n 请问篮里原来有多少只鸡蛋？ 

这个巧妙的问题初看起来比前面几道题来得难，而实际上 
同上面第二题的前一部分完全相同，因为每次的余数总是比除 
数小1。所以同上面的例题一样，只要找出最小公倍数然后减 
1，就可得到答案了。 

当所有余数跟所有除数没有一个一致的关系时，问题 
确实变得较复杂了。下面叙述的是类似这类问题的一个巧妙 
的用袖珍计算器变的戏法。你的朋友们定会感到神秘而新 
寄。 

廑术师背对观众坐在椅子里。有人随便想了一个不大于 
1000的数，让这人把该数除以7并说出 余数； 然后把原来的数 
除以11并说出 余数; 最后,再把原来的数除以13并再次说出余 

数。 

为了把戏法变得快一些，观众里而一个人用一个袖珍计算 
器来求出这三个余数。利用下而这种算法就很容易地把余数算 
出来：先作除法，将商的整数部分减掉，然后再将结杲乘以原来 
的除数。若把此乘积园整成一个与它最接近的整数，即可得到 
所需要的余数。 

魔术师只消知道这三个余数，就能猜出观众选择的那个 
数。他是用自己的袖珍计算器和下面这个秘密公式解出的，他 
将这个公式写在一个小纸片上，然后把它贴在计算器的表面 


上。 


715 (? + 3646 + ^240 
1001 

公式里的\ &和 C 是依观众说出先后为序的三个余数，观 
众选择的那个数就是用这个公式计算以后得出的余数。 
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这个似乎不可思议的公式是这样得出的'第一个系数是比 
a 的整数倍大1的的最小倍数。找出这个数是有一定的规 
则可循的，但当除数很小，例如在本 题中； 用观察的办法就很容 
易得出这个数。只要顺 着〜的 倍数往上推算 （143, 286, 429, 
^ 716, ……乂直 至找到那个被《除而余1的倍数为止。在 
上题中 ， a = 因此这个系数应当是 715。 

用同样方法可以求出另外两个系数。笫二个系数是比 A 的 
倍数大1且为仙的最小倍数,第三个系数是比 c 的倍数大1且 
为的最小倍数。该公式中横线下面的那个数即为《 x & x 匕 
你可以用这个方法对任意一组除数编制出一个神秘公式，只要 
这些除数互为质数(没有公约数）即可，而这些除数本身不必都 
是质数，如在该例中那样。 

一般公式的证明要涉及到求模运算，而且要对著名的“中国 
余数定理”有所了解。该定理是最有用的算术定理之一,它在许 
多深奥的证明以及解算科学问题方面起着重要作用。 

作为一个练习题，试就与这戏法类同、但较简单的问題得出 
一 个秘密公式。这个问题可溯源于古代一世纪的中国数学家孙 
子 ( Sun - teu )， “中国余数定理”即以他命名的。选择的数以1〜 
105 为限,除数是和 I 在这种情況下的秘密公式很简单， 
稍熟练一些的话，甚至可以用心箅把它算出未。 


* 在计算该公式的系数时，把1 h C 分别作力三个除数，而用袖珍计箅器作 
ff 表演”时,分别代以三个余数——译注 
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眼睛和脚 



鲍勃和海怆在离开公 园前, 
走过动物园，他们看虬围栏里有 
—群长颈鹿和鸵鸟混在一起。 



他俩离开动物园后，鲍勃南 

海伦提了一个问题。 

鲍勃： 你數过椽殒鹿■扣鴕鸟 

各有多少只吗？ 

海伦： 没教过。到底它们有 

多少只呢？ 

鲍勃： 你应先算占它们的总 
数来。它们总共有30只晛睛和 

44只脚， 
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海怆： 现在我能够列出所有 
的可能性：从零只鴕鸟、15只长 
颂鹿到15只鸵鸟、零只长颈鹿等 
L 5 种可能性。可是我毋需这样 
做就能解决这个问题。 


海伦: 伋定所有这15只动物 
都以两脚站地，那么地上应该有 
如只脚 0 


海伦： 可是你说过总共有44 
只脚呀！所以，还应该有14只长 
颈鹿的脚悬空着，由此可知，有 7 
只长颈鹿 o 对吧？ 


鲍勃：吋的。如有7只长颈 
鹿，则有8只鸵鸟。 


两脚动物与四脚动物 


解决这个问题的诀窍，海伦是容易理解的，然而你可能 
希望用代数方法来检验一下答案，那么，你的答案是否一致 
呢？ 

下面是一道与上题相仿而有趣的难题，但需要用另一种窍 
门来解。在一个小马戏团里有许多匹马和骑手，共有60只脚和 
18个头。 除此以外，马戏团里还有一些丛林动物，它们总共有 
个头和20 只脚。 四只脚的丛林动物的数量为两只脚的人的 
数量的两倍，请问马戏团里有多少匹马，有多少名骑手，有多少 
只丛林 动物？ 

你不难确定，那里有 7 E 马和11名骑手，但当你试图求 
解丛林动物的数目时，你会惊奇地发现你得到的是一个负 
数。 

在寻找书末的答案之前，你能想通这个问题吗？ 

撞车事件 

当他们走到鲍勃的赛车旁边 
时， 跑勃表示愿意开车送海伦回 
她父母的新居去， 
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在快车道上：鲍勃向海伦提 
了一个巧妙的问题。 



鲍勃： 看前面的那辆大卡车, 
开得真快』仨是我 T 以赶上它。 



鲍勃：现假设它以每小时65 
公里的恒速前进，而我用80公里 
的恒速追赶0 


^ 鲍勃： 假设我们现在正圩在 

它后面1500米 & 
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鲍勃： 因此，假如我们保持车 

速不变，也不去超他的车，那么就 
肯定会同它 相撞。 海伦，请你告 
诉我，在相撞前的一分钟，我们与 

它相犯多远？ 


海伦：那很問羊，在相撞前一 
分钟； 我们与它相距250 米。 

海伦答对了，你能否解绎一 
下，她怎么会那样快就答出了呢? 


倒算法 

这个问题虽然可以用代数方法硬算出来,但海伦用了窍门， 
就用不着代数方法了。她知道，从时间上倒过来考虑这情景，马 
上就可以得出答案。 

卡车以每小时65公里的恒速行驶，而鲍勃则以每小时 S 0 
公里的恒速前迸，其相对于卡车的速度为每小时15公里(或者 
说每小时 15000 米)，即每分钟 250 米。因此，在相撞前一分钟， 
轿车落后于卡车250米。 

我们知道，鲍勃提出此问题时，轿车落后于卡车 1.5 公里， 
其实此条件对解这个问题是多余的，不管这两辆车子之间的初 
始距离是多少，答案只有一个！ 

下面两道典型的智力难题，釆用 W 样的方法，即把时间倒过 
来这个窍门解的。 
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1. 两艘宇 宙飞船径直相向飞行，一艘飞船的速度为每分钟 
s 公里，另一艘为每分钟 I 2 公里。假设它们正好相距 S 000 公 
里，那么在相撞前一分钟,它们之间的距离是多少？ 

同样，这里两艘飞船起初相隔的距离与这个问题没有什么 
臾系。好多人会上这个当，认为这个问拯一定先要考虑飞船的 
初始位置，然后顺着时间推算才能解出。当然，简捷的解法是看 
出：这两艘飞船正以每分钟20公里的速度相互接近，所以在发 
生踫撞前一分钟,它们必须相距 2 G 公里。 

2. 有一个分子生物学家研究出了一种奇怪的胞子，每个胞 
子每小时分裂成三个胞子，而每个新胞子同原来的胞子一样大 
小。一小时以后，这三个新胞子屮的每一个又分裂成三个，这一 
过程就如此连续不断地进行下去。 

一 天正午，生物学家在一容器里放入一个胞子。到了午夜， 
胞子正好充满了容器。请问，在什么时候容器内正好装满三分 
之一？ 

同前而一样，解法的诀窍是倒算。很清楚，在晚上十一点钟 
的时候（即午夜前一小时)，容器内裝满三分之一。 

现在我们用上面这道题的新的而有趣的变型来测验一下找 
窍门的本领。条件同前面的基本一样，只是生物学家在正午把 
三个胞子(而不是一个胞子)放在同样一个容器里，那么胞于将 
在什么时候充满容器？答案附于书末。 
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神秘的商品 

当他们到达海伦家里时，她 
交给 她父亲一包东西 n 

海伦：爸爸，这是您要在五金 
店里买的东西。 

布朗先生：谢谢，女儿，这要 
多少钱？ 

海伦：五百花了三元钱。 

布朗 先生： 三元钱？就是说 
一元钱一片 D 

海伦：是的，爸爸„ 

海伦究竟买了什么东西？ 


一个号数花费一元 

这里的奥妙是须看出“500”可以有两种解释：既可以把它作 
为一个数，也耵以把它当作号数(号码)。假如一个号数要一元 
钱，那么三个号数就要 H 元钱1海伦买了三个住宅号码牌 s 

从这个问题你应记取这样一点，即在寻求问題解答时，必须 
仔细地分析一下该问题所给予的信息。 




未列入电话簿的电话号码 



绝勃：哂便提一下！海伦，你 
还没有把你新居的电诘号码告诉 
我，这个电话号码还表 M 入乜诸 

簿。 



海论：我们还不想把它告诉 
人家 c 不过， 你可以 就电话号码提 
24个问题，我用是或补来西答 0 



蚝勃：海伦，可能的电话号码 
差不多有1,000万个呀，只准问 
24次，我怎么能钱得出呢？ 

海伦：好了，別多啰嗦』还是 
多恝想吧, 我心道 你能猜 得出。 




对 


轮勃没有花多长时间就想出 
了一个同便的方法，这个方法用 
24个或不到24个问题就可以碲 
定任何人的7位电话号码。假如 
你能够想出来，也不妨请明友们 
试试 a 


分法 


鲍勃知道，用是或非这种提问形式来辨别某个“集合”中的 
—个特定元素。最有效的办法 如下: 假如集合包含偁数个元素， 
则可以把它分成几个相等的部分，而每个部分有同样数童的元 
索;假如集合包含奇数个元素，则把奁分成两部分时，应使这两 
部分的元素个数尽量近于相等。然后就问，这两部分中哪一部 
分夹有我们要找的元素。在得到间答以后，我们取所指的那部 
分,再重复上述的步序。最后，只留下原来那集合当中的一个元 
素，这个元素正好是我们要找的。 

很明通，问一次可以专门辨别出一个 2 元组中的一个元素。 
四元组问二次即可,八元组问三次，十六元组问四次，一般地说， 
问 n 次，则可辨别 y 元组里的一个选定的元素。 

对于上述电话号码问题，问24次就完全可以猜出任意一个 
不大于2^ = 16777216的数，这个数比9999999大，即以七位数 

字写成的最大的电话号码 q 但问23次还不够，因为= 
8388608,小于有些电话号码^ 

因而，鲍勃第一次问 的是： “这个数是否大于5百万?”对这 
个问题的回答立即将可能的情况压缩一半，这样连续问下去，在 
问了 24次 (或宥 不满24次)以后，肯定就能找到正确的电话号 
码， 
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大多數人都觉得难以相信的是，只问 24 次就能在一到一午 
六百万之间辨别出任意一个数宇。这是因为他们不知道在倍增 
序列中数的增大有多快。正是由于这样快地增大，所以才能解 
释为什么用是或否的问答形式能够方便地猜出某人所想的东西 
—甚至可让这个人想的是任 何-件 世界上存在的东西。假如 
你善于运用对分法（比如问“有生命的还是无生命的“是动物 
还是楦物?”等诸如此类的问题 L 一般问上 2 <> 次或者不到20次 
就能猜出，臀如，某人在想“自由女神”头上那顶王冠！ 

上面介绍的问24次猜测电话号码的那狴步序，就是计算机 
科学家称作“对分法”的步序^ 一种以对分为基础的巧妙的卜算 
戏法，运用了图1那样的六张卡片 u 把这套卡片给某人看，请 
他在1到范围内随便想定一个数,然后让他把所有带有他选 
定的那个数的卡斤给你,你就马上能够确定出这个数目 o 

这里的奥秘很简单，就只须把还给你的每一张卡片上的第 
一个数字相加:其和就是他所选定的数目。 

这些卡片是_某种规律编制的，如图2所示，以二进制记数 
法写出1〜63这些数宇，就很容易解释清楚了，左边的数宇为 
十进制彤式，右边是诙数字的二进制锻式。图表最上面的六个 
数宇是2的各次幂，用来构成二进制数。以1开头的那张卜算 
卡片,包括了右边第一列为1的所有数字（以十进制形式)；以2 
幵头的那张卡片，包括了右迈第二列为1的所有数宇;另外四张 
卡片的情况都可依此类推。 

这些卜算卡片很容易推广到以不是2的数幂为基础的记数 
法。图 3 表示如何用三进齡记数法编制一套卡片。在三进制情 
况下，每个三进制数可以含有 0、1 或2。当一个“: T 出现在某一 
列中时，我们便在该列 所代, 奉的卡片上把相应的十进制数记一 
次。当“ 2 ”出现时，就把十进彳制数记二次。 

囝4是三张一套的卜算卡片，可以辨认从1到 26 当中选定 
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E 


图 1 对分的卜算卡片 


F 


的一个数目。但是，现在你每次手里拿到一张卡片就要让他人 
告诉你，他在该张卡片上看到所选的那个数一次还是二次。如 
果他看到二次，当你将关键的数相加时，就一定要把该卡片头上 
的数加一倍。 

或许你想把这个方法推广至六张卡片。我们知道，六张对分 
卡片能辨认1到 63 的数，六张三分卡片则可辨认1到728的数。 
由此很容易看出，如何推广到大于3的基数。譬如说，以4的幂 
为基础编制的一套卡片上有些数重复二次，有些数则要重复三 
次。假如重复三次，那么在相加之前，一定要将头上那个数乘以3。 
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素了。当然，提问就不能再采取“是'“杏”这种形式了。 

下面这种扑克戏法就很能说明三分法的效用。这种戏法使 
用任意的 W = 张扑克牌，一个人看过这堆牌后记住其中的任 
意一张1魔术师把这些牌混在一起，然后把这些牌翻开并分成 
三堆。这时，看牌的人要说出那张牌是在哪一堆里。 

魔术师把牌迭在一起，叉把牌翻开弁分成三堆。这时该观 
众指出含有被选中牌的那一堆,麋术师再把牌迭在一起,并且第 
三次也是最后一次把牌分成三堆。选牌的人再次说出刚选中的 
那张牌在哪一堆以后，他就把牌迭在一起，牌面朝下放在桌子 
上。此时那观众叫出所选的那张牌，魔术师也随之翻开最上面 
的那张牌，一看，恰奸是选中的那张牌。这一戏法可以反复进行 
多次，决不会出错。 

奥秘很简单，魔术师每次拾起这三堆牌的时候,总是把含有 
选中的那张牌的那堆牌放在最上面，这样就自动把选中的那张 
牌分到了最上面。 

其过程是不难明白的,道理同猜电话号码完全一样，不同之 
处只是每次把一组元素不是分成二分之一，面是分成三分之一。 
第一次将牌收起来以后,那张牌肯定在前九张之内;第二次将牌 
收起来以后，它一定在前三张里面；第三次将牌收起来以后，就 
必然是第一张牌。假如你将选中的那张牌翻开，从头至尾再做 
一遍,那么当这张牌经三步向上移到顶上时,你便可以看到它步 
步上移的情形。利用计算机以这类方式将元素分类，在现代信 
息检索理讼方面起着重要的作用。 


♦ 1 ( 9 * 



倒霉的帽子 



跑勃和 海伦决 定去袖因州森 
林皮极，亨利叔叔住在森林里的 
一间小屋子里。 



为了去那间小屋，他们只得 
租借一只小船，沿着一条小河向 

上游划去 & 



多包勃坐在船头海伦在船足。 
两点钟的时恢，海伦摘下革帽，把 
它放在身后的般足部位。 
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突然，草帽被一阵风刮走了, 
但海伦和鲍勃当时都没有觉察。 


他们逆流划离草帽3公里以 
后，海怆突然喊了起来:“等一等! 
把船停下来，我那顶漂亮的苹帽 
不见了。” 


他们调过船头顺流而下，一 
直追上了那顶苹帽。 


侃定小船在水中的速度总是 
保持在每小时6公里，而水流速 
度 每小时固定为2公里 ，那么海 
伦追回她的苹 W 要多隹 时冏？ 




你有什么決窍可以方便地解 
答这一 问题？ 你是否相信，水流 
速度对小船和苹熵的作用是一样 
的，玛此 T 以完全不于以考虑。 



所以说，相对于河水而言，小 
船离开草帽行驶了 3 公里， 然后 
又驶回了 3公里，总共为6公里。 



又因为小船是以每小时6公 
里行牧的，来回路程恰巧花了一 
个小时，所以海伦追回苹帽的时 
候正好是三点钟，是不是这样？ 


相对速度 

海伦和鲍勃走了一个来回路程，先是逆流驶离帽子，然后再 
顺流驶向帽子 a 因为枏子是沿着水流方向溧动的，所以水流对 
他们的行驶时间没有影响。下面是一则极为相似的叉一例子，例 
中来回路程并不以沿水流漂动的物体 计算， 而是以岸上的某一 
固定物体来 计算。 
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假定河水不流动，鲍勃和海伦向上游划离岸边的船坞3公 
里,然后调头划闾到船坞,来回行驶时间一共如分钟。 

现在假定河水象前面的例题中那样，以每小时2公里的速 
度向下游流去。如果他们逆流行驶划了 3公里，然后回到船坞 
边,那么总的行驶时间比20分钟枝述 是短？ 

有人会说，总的行驶时间仍然是20分钟，因为水流对小船 
逆流行驶时的减速作用和顺流时的加速作用是等量的。 

这样回答是错的，为 什么？ 

回答这一问题的窍门是这样的。逆流行驶 S 公里花的时间 
要比顺流行驶3公里时来得长。因此，水流使小船减速的时间要 
比水流使小船加速的时间长，所以来回行驶的时间就长了。只 
要列出代数方程式,很容易证明这一点。 

此窍门同样适用于顺风和逆风航行的飞机。在无 H 的情况 
下, 如果飞机在一定时间内由乂飞到戽然后再飞回到2。可以 
肯定地说，如果有一股稳定的风，从 Z 吹向召或从3 吹向為 
那么问样来回航程所花的时间就要长一些。 

下面是另一个很好的有关相对于陆上某一固定物体而运动 
的问题： 一 位姑娘登上火车的最后一节车厢，她没有找到座位， 
所以她把笨重的手提箱放在车厢的通廊上，此刻正好经过“平跟 
鞋工厂' 她以恒定的速度在火车里向前走了 5分钟以后，到达 
最前面的那节车厢。仍没找到座位，她又以同样的恒定速度往 
回走，一直走到她的手提箱处。此时，她正好经过离“平跟鞋工 
厂” 5公里的“平头鞋工厂' 那么火车开得有多快？ 

这个问题同第一个问题一祥，只要用一个很简单的窍门就 
可以马上回答出来。其实根本不必知道这位姑娘走得有多快或 
走了有多远 Q 假如她在火车车厢的通廊里来回走了 10分钟，那 
么手提箱在这10分钟里面就行进了 5公里，所以火车的速度为 
每分钟半公里，或者说每小时30公里。 
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下面为一道不太出名的速度难题，曾经难住过一些著名的 
数学家—个男孩和一个女孩进行百米赛跑比赛，男孩跑过95 
米的时候，女孩已冲过了终线，所以她以5米的距离嬴了这场比 

赛。 


当他们第二次比赛的时候，女孩想便比赛均衡一些，所以 
她让自己吃亏一点，而在起跑线后面5米处开始起跑。假如两 
人 以与第一次比赛时相似的恒定速度赛跑，那么第二次比赛谁 
是胜者？ 

如果你认为这次比赛是不分胜负的，那你得再思考一下，找 
—找它的诀窍 i 

提示: 男孩和女孩在跑道上的何处正好是并肩 齐进？ 

下面是一道有趣的“看谁答得快”的例题。在一把米尺的一 
端，有一只醉了的瓢虫，它想爬到尺棍的另一端去，它每秒钟向 
前爬3厘米，又后退了 2厘米。这只喝得酩酊大醉的瓢虫，爬到 
尺棍的另一端需要多长时间？（答茱不是100秒 h 


钱币问题 



他们快要到达亨利叔叔的住 

处时， 海伦对鲍勃提了一个“看谁 
答得快”的问题。 

海伦: 一只装满5元金币的 
钱罐和一只装满10元金币的同 
样钱蝉，哪一只的价诅大7 
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鲍勃最初体了 一下，最后还 
是答对了。然后他反过来向海伦 
提了一个这样的问题^ 

鲍勃：一个苏格兰人有44张 
币值力一元的钞票，身上有十只 
口袋，若使每只口袋装的炒系数 
邡不一样，他究免应该怎么分配 
这些紗票？ 


"鸽笼 ”证明 


装满5元金币的钱罐，同装满10宂金币的钱罐里的金子的 
量是一样的，所以这两只罐子里的金子在价值上是相等的。你 
可能会这样想，小金币装满钱罐时，装填的密度要比大金币来得 
大，但情况并非如此。假如你把小卵石放进一只桶里，空隙同桶 
的容积之比,与在桶里投放大卵石时是一样的 n 

有关 4 4张币值为一充的钞票和十只口袋的苏格兰人的问 
题，则显得更深奧些^让我们来看一下，当把可能的最少量的钱 
放到各口袋里的时候，将出现什么样的 情况。 第一只 n 袋不装 
钞票，第二只口袋装一张钞票，第三只口袋装两张钞票，依此类 
推，直到第十只口袋装九张钞票。但是,1 + 2+3+4十5+6+7+ 
3+9 = 45。这样已经超出了原有的44张钞票。显然，若*不 
使某两只口袋装的钞票张数相同的话，是无法减少任何一只口 
袋里的砂票张数的。 

数学家把此类证明称为“鸽笼"证明。下面是个用同样窍门 
解答的另一道难题 。 假定某城镇的人口不超过200,000人，那 
么该城镇是否有两个居民头上的头发根数是完全相同 的呢？ 

起初你可能会想，这是不可能的，但是我们来看一下 7 采用 
鹊笼方法分析的时候 # 将会出现什么样的情况。一个人头上的 
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头发数目，决不会超过100, 000 根。 假如没有相同头发根数的 
人的话，那么有一个人可能是秃头，另一个人只有一根头发，而 
另一个人可能只有两根头发，如此等等。但是,我们一旦数过了 
头发根数都不相同的100,000个人，以后就不得不重复了。第 
100,001人的头发数目，肯定同100,000个人里面某一人的头 
发数目相同。 因为镇 上的人 n 有200,000,所以肯定不只是有 
两个人的头发数目一样，而是大约 ioo , 000个人都有头发数目 

与其一样的人 I 


亨利叔叔的钟 



海伦刚好答出了鲍勃提出的 
那个问题，这时他们已来到了亨 
利仅叔的住处。他那间小屋是他 
自已造的，屋里没有电灯，更没有 
电话、电视机或者收音机。 



亨利叔叔说的第一件事是; 
亨利：现在几点钟了？ 
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海伦： 对不起，叔叔，我们在 
路上把手表丢了。你没有坪吗？ 
亨利：有的，可是真糟，砟天 
晚上我忘了上发条。你俩稱等一 
下，我到村上去看一看钟点，顺便 
再买点食品， 

亨利叔叔步行走到镇上，在 
食品杂货店星花了约半小时。 


他回 家后， 做的第一忤事情 
就是拔好他的 时钟。 


海伦: 你肯定钟点对吗？除 
非你知道走了多远和走得多快, 
否则 这钟点是不会正确的 3 




t 利：不，海伦，我不知道这 
幺多的事情，我只晓得我走到镇 
上，又沿同一条路回家，走的速度 
一样,我总是能够正确地把绅拨 
准的。 



假定 T 利奴叔离家前给钟上 
好了发条，而杂货店里的钟又是 
准确的，那么他回家时是怎么熟 
道准确的钟点的7 


拨钟点 

解决这个问题的诀窍在于认识到：亨利栢叔可以在离家以 
前先把停了的钟上好了发条，用它确定离家和到家之间所花的 
总时间。当然，他上好了发条后，因为还不知道正确的时间，是 
无法正确拨好钟点的,不过他离家前记住了钟上的钟点。 

当亨利回家以后，时钟便告诉了他，他步行到镇上，在杂货 
店耽搁一段时间，再走回家 一共花 了多长时间。因为店里有钟， 
所以他不难确定在店里呆了多长时间^他把这段时间从他不在 
家里的总时间(总时间由家里的时钟记下)里扣除掉，便得出了 
路上来回步行的时间。因为他走的是间一条路，速率又保持不 
变,所以歩行时间的一半，就是他步行回家所用的时间。然后他 
把这段时间加在他离店时店里那台钟当时的钟点上，这祥就得 
出了他到家的正确的钟点。因为他准确地知道回到家的时间, 
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所以能够正确地拨好他家里那只时钟的钟 点。 

下面是个巧妙的时钟问题,十个人里有九个人都答得不对。 
在中午12点钟到午夜12点钟之间，时针通过分针多少次？大 
多数人说有11次，但正确的答案是10次！不信的话，你可以拨 
动手表的指针试试看，试了以后你自己就会相信了。 

这一有点出乎意料的亊实,包含在另一个问题的解答里面， 
这个问题初一看似乎不列出代数方程的话是无法解的。时钟有 
根长秒针，屮午 IS 点时，三根指针全部重合在一起 Q 那么在重 
新到达12点之前，是否还有一次三根指针正好重合在一起的时 
刻？ 


我们苜先确定时针与分针重合的点有几个。你或许会想, 
它们的重合点有 I 2 个,但如我们已经知道的,在中午 12 点同午 
夜 I 2 点之间，这种重合只出现 10 次。加上指钎在 12 点时的重 
合,总共有个不同的点使两根指针重合在一起^用同样的推 
理，秒针与分针在59个不同的点处重合在一起 a 因此，时针与 
分针的重合由11个相等的时间间隔分开，而分针与秒针的重合 
则由 5 S 个相等的时间间隔分开。 

我们把第一种重合之间的间隔数称为把第二神重合之 
间的间隔数称为万。 假如乂 与万有一个公共因数&那么就 
会有 A 个点，当到达这些点的时候，就会同时出现两种重合现 
象。但是，11与59之间没有公共因数，因此，在中午12点与午 
夜 I 2 点之间不可能有一个点同时出现这两种重合现象。也就 
是说，这三根指钋只能在12点时才完全重合在一起。 

现在有两个“看谁答得快”的时钟问题，可以难倒你的大多 
数朋友。一只钟敲6点，花了 5秒钟，那么它敲12点要花多少 


假定亨利叔叔太累了，他9点钟上床休息,打算睡到次日早 
上10点。他把闸钟拨到10点，过20分钟就睡着了。闹钟叫醒 
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他之前，他睡了多长 时间？ 

这两道题的答案都在书末。 


1776年的箱神 



他们访问的最后一天，鲍勃 
和海伦告诉亨利叔叔，他们决定 
结婚了。 

亨利叔叔:好极了，亲愛的， 
这要好好庆贺一番。 



亨利叔叔拿出了五瓶酒，这 
是他留作特沬场合用的，但谁也 
定不了开哪一瓶酒。 



亨利杈叔：我 心道。 我们先 
把这些酒瓶排成一棑，然后我按 

照吉徉的次序来回计数，看我是 
怎么数的，2、3、4、5 
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T 利叔乜： 6, 7, S . 9 


亨利 杈叔： 10、11、 12 
13 …… , 知道吗？ 



跑勃：知道了，叔叔。但是 

你准备数到多大教呢？ 

亨利叔叔：今年，1^76年不 

是二百用年纪念吗？我们数到 

1976 0 



海伦： （哼了声）唤，亲愛的 
亨利叔叔，那可数个汊完了，唔， 
等一等，你不必数，我现在可以马 
上告诉你最后啟到哪 —瓶。 
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海伦： 最后应该数到第二只 

酒瓶，我已想出来了。亨利叔叔 
并不相信她的，一定要自己教这 
些瓶子，十五分钟以后，他在第二 
只涸瓶上结束了他的计数。 

亨利叔叔：上帝保佑，你是 
怎么知道的，海伦？ 

你能否用简单的方法算出计 
数应该在哪里结束，不管这个数 
有多大。你可以用与这类似的问 
題去考考你的羽友们。 


模《运算 


海伦能够避免冗长的数字立即把酒瓶从1数到 i 的6,窍门 
不难看出，应用了称为模数运算或者叫做时钟运算的办法，就可 
立即回答出这个 问雇。 


时钟是只有12个数的有限的算术运算的模型。其实在以 
12为基数的模数运算中，12对应着0。假定现在是12点钟，而 
你是否想知道在100小时以后时钟将指着几钟点。这只要把 
100除以 I 2 ,记下余数就可以算出来了。余数为4,即告诉我们 
那时将是4点钟。只有余数对我们有用。我们说，数100等于 
横为12的数4,这不过就是说，当 lrfO 除以12时，佘数为4。 

你知道亨利叔叔的计数方法是怎样等效于时钟运算的结果 
吗？唯一的差别是，在三只酒瓶中的每只酒瓶都代表着两个数』 
因为对之计数是以两个不同的方向进行的。 S 的计数结朿在第 
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二只酒瓶上，然后重新开始计数楯环，因此这一计数步序是模8 
运箅的一个模型。 

海伦只要按模为8来计箅 JL 976 的值就行了。也就是说，她 
把: L &76 除以8,得余数为0。在模8的运算当中， 8 = 0( 模8)。 
因此，1970的计数肯定结束在第二只酒瓶（从开始计数的那一 
头算起 h 

假如你要问』若是亨利叔叔要数一个象12,345,678, 987』 

这么大的数，计数该结朿在哪 里呢？ 这是否必须把整 
个数除以8 呢？ 不，如果你找到另一个窍门的话，这是不必要 
的。因为 1000 = 0( 模 S )， 你只要把最后三位数321除以 S 得余 
数1就行了。这个数告 诉你： 14345,67%087,郎 4 ,3 2 1-1(模 
8)，所以计数将结束在第一只酒瓶上。 

改变酒瓶的数量，你可以设计出其它偶数模数有限运箅的 
模型。如果以普通的从左到右的方式来数洒瓶，这样可以设计 
出任何模数(奇数或偶数）的有限运算的模型。 

一个涉及到用循环方式財物体计数的有名问题，称作约瑟 
夫斯问題，因为它搠源于古代罗马的一则故事，而故事中有一个 
名叫约瑟夫斯的人。关于这个问題和它的同类问題有一本专 
著。下面是个新型的与约瑟夫斯相似的问题，你定会感到很有 
兴趣的， 

从前有一个富有的国王,他有一个漂亮的女儿，名宇叫约瑟 
芬。当时有数以百计的青年想娶她为妻，最后除了她最喜爱的 
十个求婚者外，其他的一概给拒绝了。 

几个月过去了，国王很烦恼，因为约瑟芬拿不定主意。“亲 
爱的，”国王说,“下个月你要17岁了。你知道，在这个年龄之前 
成婚，是所有公主的习惯。” 

“但是，爸爸”,她回答说,"我仍然不能肯定是不是最喜欢乔 

治， 
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“这样的话，我的好孩子，今天就得用我们的秘密仪式来决 
定这件亊情了 

然后，国王就告诉他的女儿这古老的仪式该怎么做。“这十 
个人,”他说道， “让 他们站成一圈。你可以根据自己的意愿挑任 
何一个人，把他编作1。然后你开始以顺时针方向绕这个圈子数 
数，一直数到17——你的岁数。第17个人必须退出这个圈子， 
然后送他100金币的安慰礼物,打发他回家。” 

“等他走后，你必须再从1数到这次要从走掉的那个人 
后面的人开始数起。数到17时，第17个人也象上一次那样排 
除掉这样继续下去，是对余下的人继续进行计数，直到只剩一 
个人为止。他就是你必须要嫁的那个人 

约瑟芬皱起眉头说:“我说不上懂不懂,爸爸。让我用10块 
金币试验一次好吗7” 

国王答应了。约瑟芬把10抉金币围成一圈,沿着圆圈数了 
起来，每次把第17块金币拿掉，直到只剩一块金币。国王在一 
旁看着』见他女儿完全弄懂了这个秘密的仪式。 

十位求婚者被召进王宫，围绕约瑟芬组成一个圆圈。她毫 
不犹豫地从陌西瓦尔开始数起,计数进行得很快,直到除了乔治 
以外,其他人都走出了圈子，乔治就是她私下决心要嫁的那个青 
年。 

约瑟芬有什么诀窍能够很容易地开始一种她预知结束时正 
好选上乔治的计数呢？ 

下面看看约瑟芬是怎么处置的^当她用金币试数的时候, 
记得剩下的那一块金币，就是从她开始计数点起第三块金币。所 
以在她开始数人的时候，是从这样一点开始的——从这点数起 


乔治是第三。 

有一个有趣的约瑟夫斯问题的 推广， 它可以用一副扑克牌 
中的十三张黑桃来換拟。你能否把这些牌排成一个序列 # 使之可 
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以完成下面的约瑟夫斯计数 D 

计数开始时，把这迭十三张纸牌拿在一只手里，牌面朝下。 
把上面那张陴称为1,把它翻开来正好是黑桃“爱司' 把这黑桃 
“爱司”放在桌子上。然后数1，2,把第一张牌放在这迭牌的下 
面。第二张牌翻开来是黑桃 “2”， 把它放在桌子上,这时数 1、 2、 
把前面两张牌放在这迭牌下面，再翻开第三张牌。这张牌恰 
好是黑桃 “3”，把它放在桌子上^以后继续照这样进行下去，将 
牌每次一张地从上面传到底部（相当于沿圆圈数数的约瑟夫斯 
计数法)，直到你把十三张黑桃纸牌，以“爱司”到的序列，正 
确无误地翻出并排成一列。 

下面是为了实现这一计数，纸牌从上到下的 排法： A 、 8、2、 
5、10、3、 Q 、 人 &、4、氕 

你可能 认为： 这需要花上几小时去试验，并经历一错再错 
才能排出这祥巧妙的一种序列。其实要得出这种序列，有一个 
非常简单的算法(步序)。许多研究这类计数戏法的鹿术师，确 
实花费了大量时间才找到丁化繁为简的窍门，在你翻阅书末答 
案之前，看看自己能否想山这个窍门。 
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第四章逻 辑 

本章不讨论形式逻辑，而是讨论一些不需任何专门数学知 
识，仅用推理即可解决的一些问题。有些简短的难題故意含有 
使人误解的话，或者答案依赖于文字游戏 s 从这个意义上讲，它 
们很接近于谜语。不过，就大多数难题来说，并没有对读者要什 
么花招。 

一舣地说，此类逻辑难瓶均同数学有关。所有的数学问题 
都可以在包含基本逻辑定理的演绎系统内应用推理方法予以解 
答^虽然本章内问题的求解并不要求你掌握形式逻辑，但解这 
些问题所作的非形式推理，在本质上同数学家和科学家处理复 
杂问题时所用的推理方法是一样的 U 

所谓“复杂性' 是指人们不知道如何着手去解的问题。自 
然，如果 有一种 已知的步骤--例如解二次方程的方法 ——每 
一步都规定得很严谨刻板,那么实际上就并不存在什么复杂性。 
人们只要应用简便合适的算法， 一 步步做下去直至求得答案为 

止0 

在数学和科学上出现的有趣而难解的问题，都是些没有明 
显解法的问题。人们必须对这种问題长时间地苦苦思索，回忆 
全部有关的信息，以求突然灵机一动，得出解法。所以，一般说 
来， 一 些有趣的逻辑难题，对于以后解答更重要的问题来说，无 
疑是一种很好的锻炼。 

本章有若干难題，甚至同葷要的数学有着更密切的关系。餐 
如说，“彩色搭配”和后面的几个问题都依赖于图解法。这种方 
法同形式逻辑技巧极为相似。其中有一个难题引入了称匁“实 
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质蕴涵”的童要逻辑关系 ^ 在命题演算方面(符号逻辑的一个塞 
本分支)，蕴涵是用符号〕表示的。这一关系意味着：若 
A 是真的，则£也一定是真的。它是说明集合论中有关“整个集 
合 A 包含在集合 _ B 里”这一陈述的一种方式。 

“归纳”一词有两种不同的基本含义。科学上的归纳是科学 
家对某些特定情况作观察的过程。例如观察到某些乌鸦是黑的， 
就飞跃到普遍性的 结论: 所有的乌鸦都是黑的。这一结论未必确 
切， 因为总是有这样的可 能性: 至少有一只未曾看到过的乌鸦不 
是黑的。 

数学归纳(在“阿克博士奖”帽子测验的说明中已介绍)则是 
另一种完全不同的过程。虽然它也是从对某些特定事件的认识 
飞跃到对无穷多的一系列事件的认识，但这种飞跃却是纯梓的 
演绎。它象任何数学证明一样可靠,几乎在数学的所有分支里, 
它都是一种必不可少的工具。 

本章所介绍的人部分难题，都没有象帽子问题那么重要和 
复杂。但是，这些难题肯定会使你变得更加机敏,它们将吿诉你 
在问题的陈述中仔细寻找文宇伏笔的重要性。尤其是告诉你，要 
大胆考虑一些离奇的可能性。你考虑的可能性（不管它多么异 
乎寻常)越多，也就越容易找到真正的诀窍。这是所有具备创新 
能力的数学家的奥秘之一。 
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狡猾的司杻 



一天，这位住在红约城的夫 
人招呼一辆路过的出租汽车。 



在送她到目的地的路上，夫 
人喋喋不休，闹得司机很庆烦。 



司机 :“对 不起，夫人，你说 
的，我一句也浞听到。我的耳朵要 
完全聋了，而我的助听器这一整 
天都不好使 
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夫人听他这么一说，就停止 
嘟囔了。钽当她下车后，她突然 
明白司机在对她撒说。她是怎么 
知道的呢？ 


机警的夫人 

这位夫人与司机的故事代表着日常生活与科学方面出现的 
许多现象。一个疑难的现象,往往在开飴的时候人们无法理解。 
但是仔细考虑了所有有关的因素以后，突然脑子中闪现岀对问 
题中某个被疏忽的方面的想法，而这止是解决这一问题的关 
键。 

假如你无法马上回答狡猾的司机这个难題，你可以假设自 
己处于这位夫人的地位，然后将事情的整个过程默溃一遍0当 
你坐进出租汽车的时候，你先坪的是什么？回答当然是告诉汽 
车司机你要去哪儿。但是，假定 k 机是个聋子，他怎么会知道把 
你送到哪儿去呢？这位夫人付了车费以后，突然明白了司机并 
非是聋子，因为他把她送到了正确的目的地。 

基于实际生活现象的逻辑难题,常常不是规定得很完善的, 
这些问®往往要求有许多未经说明的假设，上述例子也不例外。 
举例来说,你可能会想到，假如这位夫人在告诉司机她的目的地 
的时候,司机瞧着她的脸,可以从她的嘴唇动作猜出她要去的地 
方。这并非是文不对题的诡辩，倒是你观察的细微之处。 

仔细分析一系列事件的每一方面 t 往往会导致科学发展史 
上的重太发现 3 —个很好的例子是,解决“工蜂们是怎么会知道 
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另一只飞回的工蜂所发现的蜜源的”这个令人迷惑费解的问 魑。 
卡尔*冯*弗里希观察到，侦察蜂回来后，眺起了一种奇怪的“舞 
蹈' 是不是这种“舞蹈”的特征揭示了蜜源的地点呢？在作了 
一系列巧妙设计的梢确实验后，冯_弗里希最后证明事实果真如 
此。 

假如你对这个“狡猾的司机”难题感兴趣的话，下面还有两 
个出租汽车的问題。一个出租汽车司机送 一位住 在纽约城沃尔 
多夫旅馆里的顾吝 ，頋 客要去肯尼迪机场。此时交通比较 拥挤， 
汽车一路上的平均速度为每小时30公里，行程总共花了 80分 
钟,顾客按此付了车费。在肯尼迪机场,司机又搭送另一位旅客， 
正巧他想去沃尔多夫旅馆 u 汽车司机就沿着开来时的路线返回 
该旅馆，而且平均速度也一样^但是这次行程花了一小时又 
分钟，你能否解释这是为什么吗？ 

许多人对这个问题可能都要花上片刻时间，随后才明白80 
分钟同一小时又20分钟是一样的！这是一个有趣的诡题，可以 
试一下你的朋友。 

另一个诡题涉及到一辆出租汽车，请看 下面： 

你是一名出租汽车司机，你的汽车是黄黑色的，已经用了七 
年。 一 块挡风玻璃上的雨刷已坏/气化器亦需要调整。油箱可 
装20加仑汽油,但此时只装了 3/夂汽车司机有多大岁数。 

这个问题虽然在逻辑上同前面的饲题完全一致，但设了一 
个更大的圈套。因为一开始就讲了你就是这位司机，所以你本 
人的岁数就是这位司机的年岁1 
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颜色的搭 se 



司机接着又把三时年轻畀 
女，送到夜总会去 o 其中一位姑 
4良穿 k 色服装，一位穿綵色服 
装，而另一位穿蓝色腋装。三个 
5?青年穿同样这三种颜色的服 



这三对男女在跳舞的时候， 
穿 k 衣服的男青年跳近穿绿衣服 
的姑娘身边并与她对话。弗兰先 
说，这不是很有趣吗?梅布尔。我 
们当中沒有哪个人是与穿同色衣 
服的舞伴跳舞的。 



他这么一说，你能猜出 k 久 
姑娘的舞伴是穿什么颜色的衣 

服？ 
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穿红衣服的男青年一定同穿 
I 衣服的姑4良跳舞3她不会穿 k 
衣服，否則两人的衣服颜色就一 
样了。她也不会穿绿衣服，因为 
红衣 S 青年在同绿衣姑娘说诂 
时，綠衣姑娘正在跟别人跳舞。 

根据同样论证，緣衣姑娘既 
不会同 k 衣男奇年跳舞，也不会 
同緣衣男青年跳舞，所以她肯定 
正与穿蓝衣服的男青年跳舞 3 


剩下一对舞伴便是 k 衣姑娘 
同緣衣男青年，问题土刻解决了， 
你说是吗？ 


10度 

_红 

鹰珐 


额色的对应 


许多人觉得不太好理解本题解答中的推理。似乎只有当人 
们完全理解了每句命題所说明的是什么，才能找到窍门。把这 
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些信息组织起来的一种好办法，是在图1所示这样的方阵里将 
这些信息进行分类： 


红绿篮 

红万 
绿0 
蓝万 

图1 

方阵左边的大写宇母表示男青年们穿着衣眼知 顔色： 

红 ， GH $ =蓝。顶上小写字母表示姑娘们穿着衣服的颜色。 

我们已经知道，男青年衣服颜色不能同和他伴舞的姑娘的 
衣服颜色一样,这样就可以排除三种可能的组合 .. I ，(?义这 
可以通过在方阵上把三块对应的方格涂上阴影线来表示，如图 
2所示。 

红绿蓝 

_ 

r g b 

红斤 

绿 G 
蓝方 

m 2 

因为红衣男青年是跳到绿衣姑娘身边的，所以他的舞伴 
就不是绿衣姑娘了，这祥就不必去考虑抑方格了。现在，在 b 
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一排里只剩下一块方格了，这证明红衣男青年的舞伴一定是蓝 
衣姑娘。我们在方格里打钩号“ 〆 ”作标志，如图3所示。 



r q b 


魟 


E 


绿 f ; 


蓝占 





图3 


我们知道,因为蓝衣姑娘的舞伴是红衣男青年，她就不可能 
苒同其他男青年跳舞。因此，我们可以将方格涂上阴影线， 
第二排就只留下 GV 方格，这说明绿衣男青年的舞伴是红衣姑 
娘,于是,便在这块方格里打上钩号，如图4所示^ 


红绿蓝 
r g b 



图4 


由于红衣姑娘的舞伴是绿衣男青年，她不能同其他男青年 
跳舞，所以我们可将 Ar 方格涂上明影线。这样就只剩下 Bp 方 
格，所以这方格里放该打上钩号，表示菔衣男青年的舞伴是绿衣 
姑娘，如图5所示 a 问题就这样得到了解决。 
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红 7? 


绿 （？ 
蓝万 


红绿篮 
t g b 


ill 

mm 


图 5 


下面是个谁虔更大的逻辑问题，在本质上是同类的。如不 
利用方阵的办法，很少有人能解出。 

保罗、约翰和乔治是三个音乐大师，他们分头一个弹吉他, 
一个击鼓，一个弹钢琴,但也不是必定分开演奏的。 

鼓手想聘请吉他演员一起录制一段节目，但他被告知吉他 
演员同钢琴家一起离城去演出了。 

1. 钢琴家挣的钱比鼓手多。 

2. 乔治挣的钱比约翰少。 

3. 乔治从来没听说过约翰其人。 

4 +每 个大师弹奏的是什么乐器？ 

你能否画一张 3 X 3 格式的矩阵，用上述方式排除所有不可 
能的情況。假如你做得正确,便可得出同下面一样的正确 答案: 
保罗弹吉他，约翰击鼓,乔治弹钢琴。 

便用这 神图表 解决逻辑推理问题，同使用文氏图解形式逻 
辑的问题十分相象。在这两种情况中，都是逐步排除各种不可 
能的“真值”组合，直到最后只剩下一个正确的组合 # 从而求出问 
题的解。正象在“四签名”中有一次福尔摩斯对华生说:“当你把 
不苛能的情况都排除以后,最后剩下的，虽然它或许看上去好象 
不可能的，但必定是对的。” 

下面这个问题比上面的问题更难，它将向你介绍称为“蕴 
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涵”的形式逻辑中基本的二元关系。它的命庭形式是：“如 

果……，那么……。” 

同住一间寝室的四名女大学生正在听一组乐曲，她们当中 
有一个人在修指甲，一个人在做头发， 一 个人在化妆，而另一个 
人在看书0 

1. 迈拉不在修指甲，也不在看书。 

莫德不在化妆，也不在修指甲。 

3. 如果迈拉不在化妆，那么莫纳不在修指甲。 

4. 玛丽既不在看书，也不在修指甲。 

5. 莫纳不在看书 # 也不在化妆。那么她们各自在做些什 

么？ 


不难把这四位姑娘和她们做的四件事情画成一个4 x 4的 
矩阵。命题1、2、4和5各排斥两块方格。 

命题 3 就是蕴涵命题，它说 明：“ 郎學迈拉不在化妆， 

莫纳不在修指甲。”令4代表“如果〃这句 ，力 代表“那么 
个分句，“如果 - 那么〃二元关系告诉我们的“真”不能同$的 
“假”组合在一起，但是，它并没有告诉我们3为假时2和$的 
真值 P 

因此，命题3允许有如下三种真值 组合： 

1. 迈拉不在化妆，而莫纳不在修指甲 a 

2. 迈拉在化妆，而奠纳不在修指甲。 

迈拉在化妆，而莫纳在修指甲。 

把被1、2、4和5命题排除的八块方格涂黑，便否定了八种 
“不可能”的组合，然后对命翅3给出的三种可能的组合进行验 
证。其中两种组合会导致逻辑上的矛盾，也就是说，有两位姑 
娘在做同一件事情。只有“迈拉在化妆，莫纳在修指甲〃这一组 
合情况，才不同其他命题提供的信息相抵触。最后咎 案是： 

迈拉在化妆。 - 1 
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莫德在看书。 

玛丽在做头发。 

莫纳在修指甲。 

彼得•斯坦哥提出的一种简易解法是,着出由于命题 H 4 
和3说明既不是迈拉、莫德在修指甲，也不是玛丽在修指甲，所 
以在修指甲的姑娘肯定是奠纳。但是，这一结论同命题3的“如 
果……,那么……”断言的第二部分相矛盾，所以该断言的第一 
部分也必然是假的。因此，迈拉在化妆，由此可推知玛丽是在做 
头发的那位姑娘^ 

这类逻辑难题不难编造。有兴趣的话，可自行编一道题试 
试。解这类问题,有好多种不同的方法——有代数方法、图论的 
方法、不同形式的逻辑图等等。也许你能想出一种比这里介绍 
的矩阵法更好的方法。 


六则侄谜语 



音乐停下耒以后，六个朋友 
回到桌今，相互猜速玩。看你能 

績中多少？ 
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穿 k 衣服的男孩首先发问。 

弗 兰克： 上星期我在卧宣里 
关电灯 3 打算在房间变暗之前能 
到床上。假如床离电灯开关有10 
英尺远，我是怎么做到这一点呢？ 


穿蓝衣服的5? 孩说： 

亨利： 我姑妈每次到公寓来 
看我的时候，总是马上就先到五 
楼，然后再向上走完余下的一段。 
你能否告诉我这是为什么吗？ 


穿绿衣服的男 孩说： 

英曼： 哪—个常用字是以 
“ IS ” 开头，以结束，而中间 

有 “ LA ”？ 


穿仁衣服的女 孩说： 

同： 一 天晚上，我叔叔正在 
读一本有趣的书时，婶婶把电灯 
关了，尽管屋子置漆黑一片，他却 
继捿在读书。他是如何能做到这 
—点的呢7 
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穿绿衣服的女孩说 ： 

梅 布尔： 今天早上，我的一 

只平钚掉入咖啼里去了，虽然咖 
啡杯是满的，但是耳坏没有弄溫， 
倒底是怎么回事呢？ 


穿蔹衣敝的女孩出了最后一 
个 谜语： 

劳拉： 昨天我父亲碰到一场 
雨，正好没戴帽子，也没撑雨争， 
他头上什么也没適，结果他的衣 
服被淋湿了，但是，他头上一根头 
发也没湿掉 D 为什么会这样？ 

怪答案 

这六条谜语不只是一般的逗乐的怪题。它们告诫你不要做 
不必要的假设，而要考虑所有的可能性。尽管这些可能性看起来 
好象不大可能或者显得十分 离奇。 如果不是一些有大智的人对 
一 些大家认为当然的假定提出疑问，那么某些科学上最伟大的 
革命永远也不会发生的。他们的下一步，亦即突然开窍的一步, 
就是要设想出一种在别人看来很荒谬的可能性^臂如说，哥白 
尼猜想太阳（不是地球）是太阳系的中 心； 达尔文猜想人类是由 
动物生命较低级的形式进化而 成的； 爱因斯坦则猜瀰宇宙结构 
不必遵从欧几里得几何学。 

上述六则怪谜语解答如下： 

1. 试图求解这个问题的人，差不多人人都会不必要地假设 
那个时候是在晚上，町是题中并未说明这一点 & 其实房间没有 

• 




变暗，因为这是在白夭。 

2. 错误的假设是，姑妈是一般身长。实际上，她是一个矮 
子，身高够不到电梯中她外甥那一层楼的按钮。 

3. 错误的假设是认为这三对宇母之间一定还有别的字母， 
其实这个宇就是 “ ISLANET (岛)。 

4. 错误的假设是只相信人唯有用眼睛才能读书，这个人是 
盲人，所以是用点字法 （盲 文)读书的。 

5. 错误的假设是认为“咖啡”就意昧着液体咖啡，其实这只 
耳环落在一听干咖啡里，自然就不会被弄湿。 

6. 错误的假设是认为她父亲的头上长着头发，其实她父亲 
是个秃顶，所以根本没有头发可以淋湿。 

有几百种有趣的智力测验题目是以同样的基本思想为基础 
的，即把人们错误地引导到作出一个错误的假设,而这个错误的 
假设会阻碍人们得出正确的解答。下面是另外六个问题。 

一个人在汤里发现一只死苍蝇，侍者向他道了歉，然后 
把这碗汤带回厨房，重新送来一碗显然是换过的汤。过了一会 

儿,这个人叫来了侍者。 

“这碗汤不就是刚才那一碗吗!”他生气地说。他怎么知道 
的呢？ 

2. 远洋客轮停泊时，史密斯夫人病得无法离开她的客轮。 
中午时分，她床位旁边的舷窗正好在水线上方七米。涨潮使水 
线以每小时一米的速度往上升。假设水线的升髙速度每小时翻 
—倍，那么要隔多少时候水线将与舷窗齐平？ 

3. 牧0索尔 •罗尼 宣称,在某一天的某一时刻，他将创造一 
个伟大的岢迹：他将在哈得逊河水面上行走二十分钟而不沉入 
水里。一大群人聚在一起想亲眼目睹这一情景，果然，索尔*罗 
尼牧师象他说的那样，在河面上走 JT 二十分钟。他是怎样走的 
呢？ 
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4. 两条火车轨道除了在隧道下的一处以外，都是平行铺设 
的。隧道的宽度不足以容纳这两条轨道』所以在隧道长度内就 
变成了一条轨道。 

—天下午，一列火车以某一方向驶入隧道，而另一列火车以 
相反方向驶入间一条隧道。这两列火车都以最高速度行驶，然 
而它们并未相撞。请解释一下。 

5. —名逃犯沿着一条乡间公路行走,这时他看见一辆警车 
迎面开来。在他逃入森林之前> 他径直向逼近他的汽车跑了 10 
米，他这么做只是为了向警察衷示蔑视呢？还是有更好的理 
由？ 


6. 为什么 1977 元钞票 (dollar bills ) 比1976张钞票值钱? 

答案在书末，但在认真尝 试回答 每个问题之前，最好不要先 
去看这些答案 a 




第 二天， 当夜总会的侍者上 
班的时候，他听到从顶搂发出了 
呼叫声。 




他奔到顶楱，发观>管理员腰 
部束了 一根缇子吊在顶梁上^ 

管 理员： 快点把我放下来， 
去叫警察，我们被抢劫了。 


管理员把经过情形告诉了警 
察 0 

管殖员；昨夜停止营业以 
后，进来两个强盗把钱全抢去了。 
然后把我带到顶揍，用绳子将我 
吊在梁上。 

警麥对 此深信不疑，因为顶 
楼房里空无一人。他无法把自己 
吊在那么高的梁上，那里也没有 
墼脚之物。有一部梯子曾被这伙 
盗贼用过，但它却放在门外。 


然而，沒过几个星期.管理员 
因偷盗而被抓了起来。你 能否说 
明一下，没有任何人的帮助，管理 
裒是怎枰把自己吊在半空中的？ 
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他是这样做的：他利用梯子 
把绳子的一头系在顶梁上，然后 
把梯子砂到了门外。 



回来时带进一块巨大的冰 
块，这氺块是事先放在冷滅厍里 

的 D 



他立在冰块上，用绳子把自 
已系好，然后等时间。 



第二天鸟恃者发现他的时 
候，冰块已全都溶化了，管理资 
就此被吊在半空中。他真抆猾， 
是吗？ 
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耒发现证搪 


许多有名的侦探小说都是以这类问题槪思写成的，而侦探 
灵机一动就破了案。溶化的冰块，一直是早期侦探小说作家的 
愤用手法。罾如说，发现被害者死了，杀人凶器在哪里？结杲凶 
器是一块有冰柱状尖头的冰块。屋内有一个人被谋杀了，房门 
从里面上了门闩，原来这门闩先前是用一块冰支撑着的^冰溶 
掉后，门闩落下就把门给闩上锁住了。 

这类经典的侦探小说有人_柯南*道尔著的“索尔桥问题' 
说的是在一座桥上发现一具头部被击中的女尸，桥的二侧有石 
头0的护墙，没有找到那支射山子弹的手枪的痕迹。但是，歇洛 
克 •福尔 摩斯一闪念之间就想出了她可能是如何自杀并如何处 
置武器的。 

解答是这 祥的: 她把手枪系在一根松绳 T 的一头，绳子扔过 
石头护墙，它的另一头缚着一块大石头。她朝自己开枪以后，枪 
从她手中掉下,随之石头就把它拉入水中。 

福尔摩斯对这个问题的解答，同他解决的许多其他问题那 
样，是科学方法的一个很好的范例。首先,这位大侦探灵机一动 
想出了一种解释武器失踪的“ 理论' 然后从这一理论推出一个 
结果，即手枪撞在石头护墙上会在石头上造成一个小缺口，而他 
也正好发现了这一缺口标志。最后，他设计了一个试验，进一步 
证实这一缺口是这样产生的。他把一块石头系在一根绳子上，绳 
子的另一头系 i 一支沃森左轮手枪。为了模仿自杀，他站在发 
现女尸的那个地方，放掉手中的左轮 手枪。 当他发现这使护墙 
造成了第二个缺口标志且同另一个缺 n 完全一样时，他的理论 
便有了充分的依据。 

这恰好就是科学解决问题的方法 D 开始是提出一种理论，然 
后假定这一理论是对的话,便推论出实际的结杲,再进一步搜寻 
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证据，同时设计一些试验来证明这种理论是对的。 

下面是个新的侦探问题，也可以用一种巧妙的理论来解决^ 
发规琼斯先生的身体倒在他的桌子上，央部穿了一个弹孔。侦 
探沙姆罗克*博尼斯看见琼斯先生的桌上有一台录音机，当他按 
下放音按钮时,惊奇地听到琼斯的说话声音： 

“我是琼斯。史密斯刚才来电话说，他要到此地来杀死我。 
我并不准备躲避。如果他实现了这一恐吓，我将在十分钟内死 
去。本录音将告诉螫察当局杀死我的是谁。我现在已听到他在 
走廊里的脚歩声，门开了……。” 

接着是咔嚓一声,说明琼斯把录音机关了。 

“我要不要去抓史密斯广博尼斯上校的助手苏席•旺中尉问 
道。 

“不' 博尼斯说，“我确信是另一个能够很好模仿琼斯说话 
声的人杀死了琼斯，然后搞了这个录音来陷害史密斯 

博尼斯的理论后来被证明是正确的你能否想出是什么使 
他怀疑这个录音是假的？在翻阅书末的答案之前，你不妨先回 
答一下。 


阿 克傅士的測验 



若没有阿克博士的帮助，詧 
察当局是什么案于邡醉决不了 
的。河克博士是位揎长解决问题 
的心理学教授，他把他的灵感叫 
做“阿克”现象，对此精心设计了 
好多測验。 
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一项測猃涉及到两恨很长的 
绳子，绳子吊在一间空屋的天花 
板上。 





阿克 博士： 这两根绳子相距 
甚远，攸如你抓住一根绳子的一 
端，就够不到另一根绳子。 



阿克 博士： 要求只用一把剪 
刀要把绳子的两端系在一起。你 
能通过这项測验吗？ 


阿克博士：另一项我得意的 
测验是把一嵌打开的啤酒放在一 
块东方的小地毯中央，设法将啤 

酒从地毯上取出„ 
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阿克 博士： 但是，你不能用 
身体的任何部位或者用其他物件 

接触酒瓶。当然，绝不能把”年滴 
波出。 

假如你没有通过上一喟測 
验，那么这个測验:你或许会成功 
的。 



阿克 博士： 最后一项试验需 
利用一张报纸。要求你和你的一 
个朋友一起站在这张报紙上，但 
相互之间不得触到。备然，你不 
能走出报纸 D 

这是你通过阿克博士的測验 
的最后一次机会。 



阿克博士不4意回想起那项 
测验：因为他的一个学生把它答 
了出来，且反过来提出一个问題 

恝难住他。 

学生： 好吧，阿克博士，请抛 
—下这只巧球，使它走一小段路 
离后完全诤住，然后自动反过来 
朝相反的方向行进9 
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河克 博士： 我可以使亡从某 
物体上反洋吗？ 

学生： 不，不允许反弹，而 JL 
你既不能用任何东西去击打它， 
也不能用任何$西把它系住。 


阿克博士认输了，而姑娘^取 
过网球，完全做到了她所说的，使 
他大为饮叹不已。 

阿克博士：阿克，我为什么 
没有想到呢？ 

他没有想到的是什么呢？ 


阿克傅士的解答 

阿克博士的 绳子： 你可能会想，一个人可以抓住根缉子，象 
“泰山〃那样在这根绳子上荡秋千,正象有一张图上画的那样，从 
而解决这个问题^然而，这样是不行的，理由有两个：绳子并非 
牢得可以吊住一个人；即使绳子有这样牢，此人也够不到另一根 
绳子。然而,图上画的确实为正确解决这一问理提供了暗示。 

假如你把剪刀系在一根绳子的一端，就可以使这根绳子象 
钟摆那样来回摆动，这样你可以把另一根绳子的一端尽董拉近 
摆动的那根绳子。当剪子朝你这边摆过来时，你便乘机抓住这 

把剪刀^ 

解决这个问题有两个窍门第一要想到摆动绳子，第二栗 
想到以亊前没有指明的方式利用这把剪刀，心理学家对于不善 
于以竒特的方式运用器具有一个术语叫作“官能性固执' 凡有 
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这种特点的人的头臉中想到剪刀只能剪断绳子。显而易见，剪 
断绳子是无助于解决这个问題的。 

阿克博士的 地毯： 你不能用身体的任何部位或者其它物件 
接触酒瓶。解决这个问题的诀窍在于看出这么一点，即因为地 
毯已经接触着酒瓶，也许可以用地毯本身将酒瓶从地毯上移开 & 

这一思路被证明是对的。只要在一头把地毯卷起来，当卷 
到酒瓶的地方时,用手在二头慢慢地卷动地毯，而地毯卷的中部 
会慢慢地把酒瓶推离地毯,而不会倒翻酒瓶。 

同前一个问题一样，“宫能性固执”对解决问题是一个思想 
上的障碍。人们只想到地毯是铺盖地板的，而想不到它是可以 
用来当作推动1具的一个物件。 


阿克博士的 报纸： 解决这个问题的诀窍是看出这么一点, 
即一扇门把站在同一张报纸上的两个人分开了。只要把这张报 
纸放在打开着的门下面，男孩站在门一边的拫纸上，而女孩站在 

门的另一边，这样只要他们不走出报纸，门就阻止了他们互相接 
触。 


网球： 解答此题的障碍在于认为网球习惯是以水平方向抛 
出的，而问题的陈述中并没有禁止人们把球笔直往上抛向空中, 
显然，向上一抛，球就可以达到完全停止，继而改变其运动，达到 
朝相反的方向运动的目的。 

另一个解决办法是沿着斜坡往上滚球，这可以借口用“网球 
必须在空中运动而不接触任何东西”这一限制条件而将这一解 
答排除掉。但是，我们事前没有这样说，所以这一解法还是合法 
的。 

还有一些其它的难题，下面五个问题会使你和你的朋友感 
到有兴趣的,在翻阅答案 之前, 不妨试试看。 

1 - 把一根纸梗火柴从一米高的地方落下，你能否让它的一 
个侧而在落地后不再滚动？ 
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2. —些工人正在把砂和水泥调合成灰泥，以便打大楼的地 
基。有一块很大的棍凝土块料，上面有一个深达2米的矩形小 
洞, 一 只小鸟不慎飞了进去。小洞很狭窄，手臂伸不进去;此外， 
小鸟进得太深，手臂伸进去也不能抓到它，若用两根树枝去夹, 
又要伤害小鸟。你能否想一个简便的办法把小鸟从小洞里取出？ 

3* 把一根2米左右长的绳子的一端缚在咖啡杯握柄上，另 
一墦系在天花板上的吊钩上，或者系在打开的门上的挂勾上，使 
杯子悬挂起来。要求用一把剪刀剪断绳子的中央，杯子却不会 
落地 a 剪绳子时，人不能用手托住杯子或接触绳子。 

4. 荷兰有一条堤防缺了一块砖头，水通过一个 5 x 2 0 厘米 
的矩形洞浦进。发现这个洞的那个人手里有一把锯和一根直径 
为60毫米的木头圆棒。锯割这根木棒去塞住这个洞的最好方 
法是什么？ 

5, 一 只酒瓶，其下部呈圆柱瑢，该部分为瓶高的3/毛瓶于 
上部的1/4形状不规则。瓶里的酒只到瓶的一半 髙度， 不准打开 
瓶塞,只利用一根直尺,怎样才能精确地确定这些酒占整瓶容量 
的百分之几？ 

' 这五个问题的答案均附于书末。 


阿克奖 



在每次阿克思維课租结束 
时，阿克博士总要把一枚专门的 
奖章送给他最优秀的学生。有一 
年，三个学生并列地得到过这种 
荣香。 
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阿克傅士用一次測验打破了 
这个均势。他让这三名学生都丧 
在一张长椅子上，叫他们把眼睛 
ffl 上。 


阿克博士：我准备在你们每 
个人头上戴一顶红帽子或 者蓝棺 
子，在我 M 你们睁开眼蜻之前，都 
不许把眼時张开来 & 


阿克博士在他们每个人头上 
都戴了一顶 k 埼子。 

阿克博士：现在请你们把眼 
時都睁升来，慨如看到有人戴的 
是 k 帽于就请举手。谁第一个推 
断出自己所戴帽子的颜色，就给 
谁奖幸。 

当然，三人都举起了手 0 但 
是，几分钟之后，约翰站起来并喊 
道： 阿克先生 ，我知 道我所戴的饵 
子是紜色的。 
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约翰： 伋定我的帽子是苴的 
谙，玛萌马上会知道據的帽子是 
k 的，因为这样才能解释巴巴拉 
举乎的原因。 



约輪: 当然，巴巴拉也会这 
么想。她将会知道她戴的憤于是 
k 色的，』因为这样才能解释玛面 
举手的康因。 



约輪： 仨是这两位姑娘都无 
法说出她们戴的帽子是柯种栖 
色，所以她们就必定看见我戴的 
也是鉍情于。 
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如只有三个人的谇，很容易 
理解这个经典的逻辑睢题。但是, 
飯设现在有四个人，而且全都我 
上 b 帽子，你能说出将出现付祌 
情况吗？ 


■红 

鼸绿 


推测緬色的归纳法 

把这个问題中的三人推广到四人，以至推广到任意多少人, 
乃是一种有价值的证明方法的一个很好的范例，这方法叫做“数 
学归纳法'只有当命題能象抉梯的梯级那样可以排成序列时这 
方法才能适用。你首先要证明，任何一个命題，只要在它之前的 
那个命题是真的，那么它就是真的。如果第一个命超是真的，那 
么其它所有命題就必定是真时了。假如你能踏上扶梯的第一梯 
级，也就可以一直走到顶。或者，假如你是在较上面时梯级起步 
的,那你就完全可以一直走上走下。 

假定有四个人，他们都戴红帽子，而且全都举起了手。假如 
他们当中有一个人比其余几个人更聪明。他（她)就会进行如下 
推理： 

“假如我戴的帽子是蓝的，其他三个人都会看见它是蓝的, 
所以每个人都将看到两顶红帽子，并会对自己戴的什么颜色帽 
子疑惑不定。这同前面三个人时的情况是完全一样的 U 最后， 
这三个人中有一个人会推断他自己戴的帽子是红颜色的^ 

“然而，假定推断了足够时间后,仍没有人敢作这样的推断, 
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那么只能有一个理由：因为他们都看见赛的帽子也 是红颜 色的。 
所以，我原来的假设是错的，那么我的帽子背定是红顏色的了。” 

这种方法可以锥广到《个人。假设有五个人都戴着红帽 
子，其中最聪明的那个人将看见四顶红帽子 ，并认 识到在经过一 
段足够时间后，四个人当中 的一个 人必定会象上面解释的那样 
进行推理了，并知道他（她）自己的帽子是红颜色的。但是，假定 
投有人敢作这样的推论，那就说明他自己的帽子必定也是红颜 
色的^依次类推，可推广到任意多个人。在《个人当中，最聪 
明的那个人总是能够把情况简化成前面一种情况，然后又简化 
到前面的一种情况，这样一直简化到上述已经解决了的三个人 
时的情况。 

这个一般化的问题,常引起关于问趣的定义是否明确，或条 
件是否太模糊以至无法得到明确答案等有趣的争议。为了使这 
一般解有效，必须作哪些假设？ n 个人的推理能力是否必定构 
成一个相继序列?是否必须假 设当％ 增大时，当事人推断他(她） 
自己的帽子是红颜色的所花费的时间也随之增加？假定有100 
个人,最聪明的人要花极长的时间才能知道他的帽子是红的，然 
后再过一段时间第二聪明的人才能知道，如此一直到最后一个 
最笨的人』这样讲是否正确？ 

类似帽子式的经典问題是不胜枚举的 6 下面一个例子说明， 
假如帽子的颜色有两种以上的话，问埋就更复杂了。假定五个 
人戴的帽于是 从五顶 白帽、两顶红帽和两顶黑帽当屮挑选出来 
的，如果他们戴的全是白帽子，那么比其他人更聪明的那个人是 
怎样推断出他的帽子是白颜色的？ 

关于开始时的双色问題，有一个极奥妙的三个人的变相问 
趣，它消除了所有含糊不清之处。假定三个人坐在三把椅子上， 
一个人坐在另一个人的后面， 三人都 面对一个方向 C 5 后面椅子 
上那个人可以看见前面那两个人的帽子，中间那个人只能看见 
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前面那个人的帽子，而前面那个人却看不到任何犓子。就当这 
几个入奸似一个比一个“瞎”一样，而前面那个人是全“瞎”的 C 

公正入从三顶白楫和两预黑帽里聿起三顶帽子，这些人在 
把帽子戴上之前,眼睛全都闭上，不用的帽子都收歎起来。 

公正人 问后面 那个人是否知道他戴的那顶帽子是什么颜 
色，他回答:“不 知道， 

中间那个人同样被问及这一问題,他也说:“不知道。” 

当问及前面那个人时，他 答道： “我知道，我的帽子是白 
的。”他是怎么推断出来 的呢？ 

他是这样推理的：“坐在后面椅子上的那个人，只有当他看 
到两顶黑帽时才能说 f 知道\他说‘不知道％证明他看到的这 
两顶帽子不都是黑的。现在假设我的帽子是黑的，那么坐在当 
中的那个入就看到它是黑的。而中间那个入一听到他后而的那 
个人说 f 不知道％他知道自己的帽子一定是白的——否则后而 
那个人会看到两顶黑帽，就要讲 , 我知道’了。因此，中间那个人 
应该说<我知道、然而，实际上他却说‘不知道这证明中间那 
个人看见我头上戴的是白帽子。因此，我原先的假设是错的，我 
的帽子是白色的。” 

象早先的那个例子一样，本题也可用数学归纳法稂方便地 
推广到个“越来越瞎”的人，他们坐在排成一列的 M 张椅 子上。 
从坐在最后面的那个人开始提问，然后往前问过去。帽子的来 
源是 n 顶白帽和《—1顶黑帽。现在研究一下仰=4的情况。最 
前面的那个“盲人”知道，假如他的帽子是黑的，身后的三个入 
就会看见他的黑帽子，知道只有两顶黑帽子留给他们自己 D 这 
枰，这个问 M 就简化为前面那种情况了。假设最 后茼两 个人回 
答“不知道”，第三个人（直接坐在“肓入”的后面）则会说〃我知 
道、正象前面那种情况一样，然而，假定他回答“不知道' 这便 
为“盲人”证明了他的假设错了，他的帽子一定是白的。于是，数 

* 164 - 



学归纳法就把证明扩充到 n 个人。如杲除了 “言人'其余的人 
都说“不知道”,那么肯定大家全都戴着白帽子。 

现在可以提出一个更难的问题。假定在三个人的情况下， 
公正人从五顶権子(三顶白帽、两顶黑榍)任意组合三顶给他们 
戴上。被提问的次序同前面的完全一样。是否他们当中总有一 
个人会回答知道？你可能会乐于想出这个问题，并证明可以推 
广到71个人、？ I 顶白帽和 n — l 顶黑帽。总有某人回答说知道。 
第一个答上来的人总是那些自己戴了白帽子、.且知道自己前面 
没有白帽子的人中间最早被问及的人。 

. 两种颜色的帽子冋标上0和1的帽于是一样的，0和1也 
即是二进制记数法的整数。有很多涉及两种以上颜色的帽子问 
題（例如前面曾举过一例)，我们用整数代替这些颜色会使这些 
问题容易理解些。不妨以如下的两人游戏为例来加以说明。 

公正人任意挑选两个连续的正整数。把写有某一数宇的一 
块圆牌貼在一个人的前额，写有另一个数宇的一块圆牌貼在另 
一人的前额。每个人只能看见对方的数宇，但看不见自己那块 
圆牌上写的数字。两人都很诚实，很有推理能力。 

然后公正人问每个人,是否知道他自己额头上的那个数字， 
这样轮流对每个人不断询问，直到有一个人说知道。运用数学 
归纳法，你可以证明，假如这两个数字较大的那个是叫那么一 
个人可以针对第 n 或次提问回答说知道了。先从最简单 
的情况开始研究，即数字1 和之 贴着2的那个人，在第一次或 
第二次提问时，即可答知道了，同时还要看哪一个先被问及。因 
为他看见是1,便知道自己拿的数字是 

现在看看13的情况，先问贴着3的那个人，因为他可能 
是1或3,所以回答不知道。假如他是 h 这时贴着2的人会说 
知道（象上面那种情况因此，假如他说不知道,这就为另一个 
人证明了他贴着的是3不是在第二次问他的时候，就能答出 
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来了。象帽子问题那样，这也可推广到任意两个连续的數 
宇。 

完整的解法，你就要知道到底在什么情况下游戏者会在问 
抑次的时候答知道，又在什么情况下问^- 1) 次的时候答知導。 
你会发现，这取决于哪一个人先被问到，以及 n 是奇数还差偶 


数 D 

著名的剑桥数学家约翰•霍顿•康韦在最近研究了一种完善 
的推广。它是这样的：把写有数宇的圆牌放在 n 个人的额头上, 
数字可以是任意一组非负整数；这些整数的总和是 a 或者写在 

黑板上的少数几个数中的一个，黑板上的数字决不能宥两个重 
复。假定这些人都极其聪明而且诚实，除了，自己的圆牌外，每个 
人都可看到其他所有人的画牌以及所有写在黑板上的数字 P 
先问第一个人能否推断出放在他额头上的那 个数， 假设他 
说不知道，接着问第二个人，这样连续地循环间下去，直到他们 
当中有一人说知道为止。康韦断言,问埋虽有些不可思议，但这 
样问下去总会有人说知道。 


傕曰理发 



约輪驱车到拉斯维加斯去休 
假，在一个小镇上他的 a 车坏了， 
趁修车的时候』约翰决定去理发。 
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镇上只有两家理 发店： 乔理 
发店和比吊理发店 Q 


约翰隔窗朝比尔理发店置窥 
视一下，着实感到作呕。 

约輪: + 多胱脏的店 ，铁子需 
要接擦清爽，地上到处是头发，理 
发师应该到刮脸，理发师自己的 
头发理得真楢糕^ 

毫无疑问，约翰离开了比尔 
理发店，去察看乔理发店。 


约輪眯起眼睛隔着玻璃往乔 
理发店里看着。 

约輪：真是天差地别。婕子 
很清洁，地板很千净，理发师的头 
发修剪得很精致^ 




袒是，约粉禾进去理发，相反 
地，他走回到肮脏的比尔理发店 
去 戌发。 这是为 什么？ 


哪一个 理发师 

理发师都是不替自己理发的。因为镇上只有两个理发师, 
—个理发师必须为另一个理发师理发，所以约翰聪南地在那家 
肮脏的理发店里理发，道理是这家店的理发师为那家淸湞的理 
发店的理发师修剪的头发很精细。 

下面的问题与此极为相似。两名矿工在一个煤矿里工作了 
一整天，下班时走上了地面。其中一人的脸很清洁，另一人满脸 
是煤灰，分手时互相说声晚上好。脸很清洁的那个人用手帕擦擦 
脸才抬步回家，而脸上沾满煤灰的那个人不擦脸就径直回家去 
了^你能解释这一反常的行为吗？ 

理发店的玩笑 

比尔是位健谈的理发师，很 
难做到让别人先开腔。 

比尔： 那么你不是住在这个 
镇上的，唔？我乐意为陌生人理 
发0 





比尔：事实上我宁愿为两个 
不住在这个镇上的人理发，而不 
愿意给住在这里的任何一个人理 
发。 

约翰：那是为什么？ 


比电：因为我可以得到双倍 

的钱。 


约輪 t 圩吧【刚才的问题算 
是你把我难住了。不过我有个问 
题想问问你。十天前 ，我们 学院的 
I 球队蠃了一场球赛，比分是76 
比40,但是我们球队中没有一个 
男队员投进一个球，你能告诉我 
为什么吗 f 

理发师给睢住了，所以约翰 
作了解释。 

约輪： 我们的球队里没有一 
名男的，她们全是姑娘。 
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奇怪的解答 

本节提出的问题，都是在词语含糊的基础上形成幽默的怪 
题。下面是同样类型的七个 问题，可以用来考考你的朋友 
们。 

1. 霍华德.尤斯是个古怪的亿万富翁，愿意出 ㈤ 万元巨资 
赏给赛车比赛中的最后一辆车的司机。有十名司机参加竞赛， 
但是对尤斯提出的竞赛条件感到很 为难。 

“我们怎么能进行这样的比赛呢?” 一名司机问道，“我们大 
家都想开得越慢越好，比赛就无法结束了' 

其中一个人突然 说道： “啊哈！我知道我们该怎么办，他是 
怎么想的呢？ 

怎么使火柴在水下燃烧？ 

3. —个罪犯带了妻子到一家影剧场去看描写枪击 K ] 杀的 
西部影片，在放映许多枪炮轰击的场面时，他的妻子被他用枪击 
屮头部而身亡。然后他把尸体带出影剧场，但是没有人去干涉 
他，他是怎么处置的？ 

4. 奎贝尔教授说，他能够把一只瓶子放在房间中央，再爬 
进去 (crawl into the bottle ) 0 他是怎样爬进去的？ 

5. 尤赖亚•富勒是著名的以色列大巫师，他能在比赛前告 
诉你任何榉球比赛的比分结果。他的秘密在哪里？ 

6. “这只鹦鹉'花鸟商店的店员说，能够重复它听到的任 
何话语' …星期以后，购买这只鸟的某夫人跑到店里说，这只 
鸟至今还没有说过一句话，但店员说出了他的道理。请解释一 
下。 

7. 一只酒瓶装了半瓶酒，瓶 U 用塞子盖住，不敲碎濟瓶或 
者不拔去瓶塞』怎样能把酒喝光？ 

答案写在书木。 
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太阳谷的谋杀者 



約翰到拉斯维加斯的时候, 
役纸以大幅标题刊登了当地的 一 
名賭徒和一直伴他在太阳谷清雪 
的妻子的事情。 



他的妻子在一次滑雪事故中 
身亡。当她滑落悬崖时，睹徒是 
目睹她滑落下去的唯一 证人。 




当地的一名职工看到了这则 
消息，打电话通知愛达荷州的警 
察当局，把睹徒刍作谋杀嫌疑犯 
抓了起朱。 
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报道者对职工的做法感到悚 


奇。 

该职工在看到这则新闻以 
前，晚不认识这个楮徒或者他的 
妻于，也汊有怀疑这是暗杀行为。 
那么职工 为什么耷叫營 察呢？ 





现在看看你将如何处理下面两个侦探问题。如同上述问题 
—样，任何一种算法或者计划步骤是解决不 r 这两个问题的，但 
只要找到了窍门，就可以马上得出答案。 

1. 在去旧金山的高速公路上，父亲驾驶着车，而他的小儿 
子坐在汽车的前座位子上。为了避免同前面一辆突然停下的汽 
车相撞，他把车子来了个急转弯，由子汽车失去了控制，汽车 
撞在一个桥敢上结果，父亲没有受伤，但是小孩撞断了 
腿。 

—辆救护车把他们送进了附近的一家医院，小孩被送到抢 
救室。外科医生正准备施行手术,突然这外科医生失声叫道 :“我 
不能为这孩子动手术,他是我的儿子! ”请解释_下原因。 

2. 下面一个故事选自乔治_盖莫和马文•斯特恩合著的“趣 
味数学难题”一书，是一本很有趣的习题集 e 在第二次世界大战 
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德国占领法国 期间。 在 E 黎的一家旅馆有四个人乘在一部电梯 
里。其中一名乘客是身穿军装的纳粹军官，一名是当地的法国 
人，他是地下组织的秘密成员，第三名乘客是位漂亮的少女，第 
四位是个老妇人。他们相互都不认识。 

突然电源发生故障，电梯停住不动了，电灯熄了，电梯内漆 
黑一团。这时发出了一声接吻的声音，随后是一拳打在脸上的 
声音，过了一会，电源恢复了，纳粹军官的一只眼睛下面出现了 
一块新鲜的伤痕。 

老妇人想 ： “真是活该!幸喜如今的年轻姑娘们学会了如何 
留神 自己， 

少女独 寻思： “这些纳粹分子寘怪 i 他没有吻我，想必是吻 
了这位老妇人或者那位漂亮的小伙子，真不知道是怎么回事!” 

纳粹军官在想 ：“怎 么啦？我什么事情也没做，可能是这个 
法国男子想吻这位姑娘,她失手打着了我”。 

只有那个法国人对发生的事情知道得清清楚楚。你能推测 
所发生的事情吗？ 

这两个问题的答案都写在书末，在截阅答案前，请先试试 
看。 


喷泉边的谋杀 



约翰在简易机场登记住人维 
加斯的一家旅馆，当他在看报的 
时候，一位衣着华丽的姑娘闯进 
了休息室 3 




她绝到过滤水喷泉那边喝了 
好长时问的水，不久就离去了。 



三分钟以这姑娘又回来 
饮了九量的水，这次她后面艰着 
一个长相很怪的男子。 



喷泉后面有一面镜于，当她 
把头抬起时，看到后面站着一名 
男子，手里握住一把乃子，高高举 
起，好象要在后面刺她。姑娘惊 
叫了 起来。 



约翰马上跳过去营救^ 
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但是，男子把他的刀放下了， 
他和姑娘都笑了起来。这究竞是 
怎么一回事？ 



镜子 的幻觉 

这位女子的异常举止很容易 解释： 她在打呃，那个男于想 
吓唬她一下，以便让她止住打呃。 

下面是瀏验你有无诀窍的逻辑判断能力的最后一次机会! 
第一个是执行困难任务 问题， 而第二个是在虚设的偃设基础上 
取巧的问題。 

1. 埃及女王把她的一些钻石放在一只带拉盖的盒子里， 
为防止被盗，她在这只锒有宝石的盘于里边放 了一条 极毒的 
活蛇。 

一天， 一 个奴隶在放有这只盒子的屋里只单独呆了几分钟 
时间』设法偷了几件贵重的珠宝，没有让毒蛇从盒子里钻出来, 
也没有以任何方式触摸或惊动这条蛇。他手上没有戴什么防护 
的东西，偷窃只历时几秒钟的时间。当这个奴隶离开屋子时，除 
了缺少几顆钻石以外，食子与毒蛇均保持同行窃前一样。这个 
奴隶是用何种巧妙的方法偷走了这些珠宝？ 

2. 某女士身边没有带她的驾驶执照，不能在铁路交叉口停 
车，而是不顾单向交通信号 7 以错误的方向沿着这单向道越过 
了 S 条横马路^这个全过程都给一名餐察看到，，但他没有去 
逮住她，这是为什么？ 

上述答案均在书末。 
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第五章过程 

自从计算机革命开始以来，“算法”一词成了数学词典里一 
个常见的术语 & 算法就是表沄一个过程——它由一系列规定好 
的步骤组成——这个过程能解出某一问题。你要用一个数去除 
一个大数宇，则可用除法去做。如果不明确地告诉计算机做什 
么, 计箅机是一事无成的。因而计算机程序设计的艺术主要是 
一种构造有效算法的艺术。我们说“艺术”而不说“技术”，这是 
因为神秘的灵感在发现好的算法方面起着重要的创新作用。 

所谓“好的算法”是指一个能以最短时间解出某一问题的算 
法。使计算机运行是要花钱的、犹如雇用劳力做一项工作要出 
钱一样。因此，采用有效的（好的)箅法是有实际裨益的。其实, 
数学有一个很有发展前途的分支，叫做运筹学，它是一门关于 
寻找复杂问题的最有效的解法的学科。 

本章选择的“过程”问题，虽然是趣味性的，但你会发觉自己 
不知不觉地学到了评多深奥的数学概念。例如第一个难題就生 
动地说明数学家讲两个似乎互不相关的问题是“同构”时所指的 
是什么意思。某个数字游戏，其策略在结构上竟和玩“井”字游 
戏*的策略完全一样！接下又说明加拿大数学家利奥•莫塞发明 
的一个巧妙的文宇游戏以及网络游戏都是与上述游戏是同构 
的。然而所有这些游戏策略都建立在 3x3 魔方的基础上，这个 
方阵是最古老的组合方面的 奇珍之一。 

同这些重要 概念有关的其它一些问题还包括:解决河马秤 

• 原文为 “tick- 乜冲 to# t 是一神游戏。游戏双方在“井”字的九个位置轮雍 
到上各 自的符号,若某一方的 H 个符号首先凑成一直线则算作获胜 一 译注 
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重问题的阿基米德浮体定理；从简单的分配家务事引伸出来的 
判定论方面 一个尚 未解决的普遍问题；关于小偷和钟绳的几个 
经典的组合问题；由“懒惰的朋友”问题引出的重要的图论问题。 

图论所研究的是以线段相连的点的集合。运筹学方面的许 
多实际问题均能以图为模型。有些问题有着奇妙的解法，例如 
我们已知如何用“克鲁斯科尔算法”构造的最小生成树。我们还 
将考虑与此密切相关的另一个问题，即“斯坦纳树问题' 它至今 
尚未完全解决 a 由于斯坦纳树有着极广泛的实际应用，所以目 
前正在开展大量的研究工作，以探求寻找这类树的有效的计算 
机算法^ 

斯坦纳树问题属于称为 “NP 完全”的那种引人入胜的问 
题，目前还未发现什么好的算法，也不知道到底是否存在好的 
算法。从这种意义上讲，这些问题还没有得到解决。最有名的 
一种#找 n 个结点的斯坦纳树的算法是这 样的： 找树所需的时 
间随着 n 的增大而成指数地增加。事实上，时间增长快到这样 
的程度：即使结点不多（比如说几百个点)，要求出最佳的答案, 
用计算机也需操作几百万年！ 

一些“況 P 完全”问题相互之间存在着一种奇特的关系。如 
果发现了其屮某个问题的一种有效的计算机箅法，则该算法能 
立即适用于其余所有的问题;若从某个算法看来，根本就不存在 
有效的算法，那也就为其余所有算法下了定论。数学家们怀疑 
这后一种情况是否成立。目前正在进行大量的研究 T 作，以寻 
求一些可以发现虽非最隹但接近最隹的斯坦纳树的算法。 

比起书中其余各章，本章更多地展示了现代研究工作的情 
况，这些研究工作正由一些在现代数学方面堪称具有最髙智慧 
的人在进行着 
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+ 五的技巧 



乡村庙会开始了，人人都感 
到4艮 高兴。 



在娱乐场里，今年搞了一秤 

叫做“15点”的新游戏， 



卡尼先生：来吧，老乡们。规 
則很简单，我们只要把硬币耠汍 
放在1到9这些数字上，谁先放 
都一样^ 
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卡尼先生 r 你们放棟币，我放 

银元，谁首先把加起来为15的三 
个不同数字盖住，那么桌上的钱 
就全数 归他。 


我们先着一下这一次游戏的 
过程。某妇人先放，她把铢申放 
在7字上，因为7已盖住，他人就 
不可再放了。其它一些数字也是 

如此 a 


艺人十龙把一块银元放在8 
上 o 


妇人第二次把镍币放在2 
上，这样再—牧棟申放在6上 
就可加为15,于是她以为就可贏 
T. 




仨艺人第二次把锒无放在 6 
上，堵住了她的路。现在，他只要 
在下一轮把银元放在1上就可疣 
胜了 0 


妇人看到这一威胁，便把铼 
币放在1上0 


那个艺人下一轮笑嘻嘻地把 
银元放到了 4上。 姑人看 到他下 
次放到5上便可嬴了，就不得不 
再次进住他的路。 


所以她把一牧镍币放在5 

上 0 



仨是艺人却把银元放在 3 
上，因为8+4+3 = 15,所以他蠃 
了。可伶的妇人输掉了这 珥枚铢 
币。 


该镇的缜长先生曾被这种游 
戏所連住。在观察了很长时问以 
后，他断定艺人用了一种秘密的 
方法，使他比赛时怎么也不会输 
掉，涂非他不想赢。 


镇长夜未眠，想研究出这 
一秘密的方法。 


突然他从床上跳了下泉。 
镇长：啊哈！我平知道那人 
有个秘密方法，我现在晛得他是 
怎么+的了。真的，潁客是没有 
办法赢的。 
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这位蜞长找到了什么窍门？ 
你或许能发现怎么同朋友们玩这 
种“15点” 游戏而不会输 一盘。 


“井”宇游戏 

要解决“巧点”游戏的道理，其诀窍在于看出它在数学上是 
等价于井宇游戏的！使人感到惊岢的是，该等价关系是在著名的 
3 X 3 魔方〃的基础上建立的，而 3 x 3 魔方却在中国古代早已发 
现。 

要了解这种魔方的妙处,先列出其和等于15的所有二个数 
字的组合（不能使两个数字相同，不能有零)。这样的三个数宇 
组只有八组： 

1+5+9 = 15 
1+6+8 = 16 
2+4+9 = 16 
2+5 + 8二 15 
2H-6+7-15 
3 4-|-8 —15 
S \ 5^| 7 = 15 
4+5+6 = 1B 

现在我们仔细观察一下以下独特的 3 x 3 魔方： 

2 9 4 
7 5 3 
6 I 8 


* 啜方，亦称“幻方”，即“纵横图”，早在中国汉代就已有三行的 “纵横 图”，称为 
九宫——译注 
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应当注意的是，这里有八组元索，每一组都在一条直线上： 
三行、三列、一条主对角线 U 每条直线等同于八组三个数宇（它 
们加起来是仿)中的一组。因此，在比赛游戏中每组获脞的三 
个数宇，都由某一行、某一列或某条对角线在方阵上代表着。 

很明显，每一次游戏同在方阵上玩的“井”字游戏是同理的。 
那个艺人在一张卡片上画幻方图，把它放在游戏台下面，只有 
他能看到（别人是无法看到的）。只有一神位置的幻方图结构， 
但是它当然可以旋转到四种不同的位置，而每一种位置可通过 
镜子反射，这样就产生了另外四种形式,共八种形式。在玩这种 
游戏时，这八种形式中的每一种都可用作秘诀，效果都是一样的 3 
在进行这“15点”游戏时，东道主暗自在玩秘密卡片上的相 
应的“井”字游戏°玩这种游戏是决不会输的，假如双方都正确无 
误地进行，最后就会出现和局 3 然而，参加游艺比赛的人总是处 
于极不利的地位，因为他们不掌握“井”字游戏的秘诀。因此，东 
道主很容易设置埋伏，使其必然获胜。 

为了详细了解方阵的用法，让我们把本节图片的那一局比 
赛过程表现一遍。详情可见图: U 那个艺人即使是后走，他也 
能在第六步设一埋伏，以确保他在第八步能获胜,而不管那妇人 
在第七步如何走法，任何精丁-玩这种“井”字游戏的人，借助 f 这 
一奇妙的方阵总可在“15点”比赛中常胜。 

“同构”（即数学上的等效）这一概念，是数学中最重要的槪 

念之一^在不少场合中， 一 个难题往往可以把它变换成另一个 
同构的、业已解出的问題，从而轻而易举地将原来 的问匦 加以解 
决。随着数学发展得日趋复杂,从“同构”的发现,不仅促使数学 
得到简化而且使数学也将变得越来越统一了。举例來说,1976 
年在著名的四色定理得证以后，在其它数学分支中与之“同构” 
的数十个假说也就同时得证了。 
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为进一步理解同构基本概念，请研究下面的这个文字游戏。 

游戏用九个单词 进行： HOT, TANK、TIED、FORM、HEAR, 
BKIM、WOES、WASP' SHIP。 

进行游戏的两个人轮流勾取一词并做上标记，首先勾取三 
个含有同一个字母的人就是胜者。人们可能将之玩了好多遍还 
不知道他就是在玩“井“字游戏^如图2中那样，把这些单词写在 
井字游戏板的方格里，很容易看出“同构”关系。仔细观察一下， 
可以发现，含有一个公共宇母的每三个单词都在一条直线—— 
水平线，垂直线或者对角线上。所以说，玩这种文宇游戏是同玩 
“井”宇游戏或者玩“15点”游戏完全是一码事。 


HOT 

FOEM j 

WOES 

TANK 

HEAR 

WASP 

TIED 

BRIM 

SHIP 


图2 


看看你能否想出能用倣这个游戏的其它一些九个单词的集 
合。当然这些词不一定用英语。另外，为什么不可用图3那样 
的符号组来做游戏呢？ 


1 

n 1 

4 

T 

食 + i 

女 

★ A 

j 

^ ai 

i 

+ A 

H o 


A 

— 

Y 

— a 

十 

丁十 


图3 
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作这类游戏的最好的办法,是把每个数字、单词或者符号写 
在九张空白纸卡上。将这些纸卡面朝上地摊在桌子上，参加游 
戏的两个人轮流抽取纸卡,直到有一人获胜为止。 

当你完全掌握了上述各种游戏的同构关系以后，请研究一 
下下面这个网络游戏。这个游戏是在图4所示的公路图上进行 
的。 



图^ 

八个城镇由一些公路连通看。游戏的一方拿某种颜色的铅 
笔，另一方拿另一种颜色的铅笔。他们轮流用笔将某一条路的 
全路程涂上颜色。请注意，有些公路是贯穿城镇的。如遇到这 
神情况，那么整条公路都要涂上颜色 。 首先,将三条通入同一城 
镇的公路都涂上颜色的人就是胜者。粗看一下，似乎这种游戏 
同上面分析过的几种游戏中的任何一个都没有关系。而实际上 
这也是与“丼”宇游戏间构的。 
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象图 4 那样把公路编上号,就可建立起同构关系,每一条路 
对应着幻方里的一个编好号的方格，地图上的每个城镇则对应 
于幻方里由三个方格连成的一条直线。同上面那些例子一样, 
同构关系是完全的。任何一个能熟练地玩“井“字游戏的人，同 
样能熟练地玩这种地图着色游戏。 


7 

丄 3 

丄 

14 

• 

2 

13 

3 

11 

1 

3 

10 

5 

9 

6 

15 

4 


图5 

图5是880种（未考虑旋转和反射）不同的4 x 4方阵当中 
的一种。直线上的数宇之和为34。该幻方能不能给出一个玩 
34游戏的秘诀？也就是说,游戏时每个人轮流从1至16里挑选 
一个数（同一个数不能挑选两次），准先得到加起来等于34的四 
个数，谁就获胜。这种游戏同在幻方上玩 4 x 4“ 井”字游戏是 
不是同构？回答是否定的 a 你知道原因吗？是否可以修改一下 
井字游戏的规划，使除直线以外的四格形式也能取胜，以便在这 
两种游戏之问建立一种同构关系？ 
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关于河马的难题 



很多年以前，在茱一个生活 
富格的部落里，它的首领对该部 
落的那头神河马照料得十分周 
到。 



首领每逢生日，他和他的收 
税官便带着这头畜牲一起乘上华 
丽的影船，沿河游览到收税营房。 



当地的习惯是，交给首領的 
金申教目必领同这头神河马的体 
重相等。此外，在收税营房的边 
上有一台大天平：它的一边可以 
载上河马，而用另一边则以金币 
来平衡。 
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首领把神河马喂养得很好， 

河马越长越肥壮，以至有一年天 
平的悬梁免然给秤断了，而这根 
悬梁须化九天才能修好。 


首領桥时变了猃色，他对收 
税 官说： “我今天要把金币收上 
来，而 JL — 定要如教收齐？如果 
在太阳芩山之前,还被沐 T 去办法， 

『我就杀祛的 


可怜的收税官被叮糊涂了。 


他还是集肀精力，苦苦思索 
儿小时之后，突然想出了一个好 
主意。你能猜出他想的是什么主 
意吗？ 
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其实办法很简单。收说官先 
单独把河马放在华 丽的舞 船上, 
在船的外側标上水位亿号。 



然后他把河马驱离彩船，再 
在澎船 里装金直到水位达到 
剛才做标记的地方 0 这样一来， 
船上装的淦>教量肯定等亍河马 
的体聋了 ^ - 


“知道了!” 

根据阿基米德发观的原理,浮体排开一定体积的水,该水的 
质量等于该浮体的质量。所以把河马载入彩船的时候，船就注 
下浸入水中，被排开的水在质量上等于该河马的质量。 

下面是一个与此相关联的问题。假定彩船浮在一个刚好能 
容纳它的小水槽里，这样就能正确地测出水槽的水位 。 河马则 
用同等质量的金币来代替，此时在水槽一侧的水位做上标记。 

现在假设把金币都抛出船外沉入槽底，我们知道，彩船吃水 
线将会降低，那么水槽的水位怎么变化呢？水位是升髙还是降 
低？ 

这个问题连物理学家都难以回答。有的会说，水槽的水位 
将保持不变；有的会说，水位将会讦高，因为沉下去的金币会把 
水排出。这两种回答都不对。 
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如欲弄清道理，我们可以回顾一下阿基米德原理。任何浮 
体都能排开一定体积的水，其质量等于该物体的质量 s 金比水 
重得多，所以当它放在彩船里的时候，它排开的水的体积要比金 
本身的体积大得多。但是，当金沉入榷底时，它排开的水量只等 
于其体积。由于这时#开的水量比金币装在船里的时候排弁的 

水量要小得多，所以水槽里的水位肯定降+诉了。 

物理学冢乔治，盖英有一次用下面这神巧妙的方式,解释了 
这个问题。宇宙当中有些星星，是由其密度是水的密度几百万 
倍的物质构成的。一立方厘米的此类物质，要重好几公吨。假 
如有一立方厘米的此类物质从船上扔出沉入槽底，它只是排开 
一立方厘米的水^一-容积甚微,因此，水槽里的水位会大大地下 
降。用金币的情况完全一样，只不过水位降低要小得多。 

金币从彩船上扔出以后，假定在船侧重新做上一个水位标 
记，而河马要到水槽里游玩。在河马进入水里时，如果水槽的水 
位升髙了 2厘米，那么这水位!髙过彩船上的水位标记多少？ 

请想象一下当你喝瓶里金鸡可乐时的情景。你想在瓶里留 
下的可乐量，恰好等于整瓶容量的一半。一个简易的办法是，请 
喝到使瓶里的倾斜水平液面达到瓶底与瓶侧相交处为止。 

下面是个类似问题，但解的步骤不同。有一只透明的玻璃 
瓶,形状不规则，里面盛有某种强酸,瓶侧只有两个标记,上标记 
指明是10升酸,下标记 i 指明是5升酸。 

有人已经用过了少量这种酸，但具体用了多少不知道，所以 
液位在10升标记下面一点，你想准确地从瓶里倒出5升酸，以 
便做试验。这种酸很危险，而且极易挥发，所以不能将之倒入其 
它测量容器里。 你用哪 种简易》的方法能够保证从瓶里准确地倒 
出6 升酸？ 

聪明的办法是。先往瓶里丢进一些玻璃弹子,使液位升到上 
榇记。然后只需倒出酸，使液位降至下标记就成了。 
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配家务 

巴斯塔 * 琼斯夫 妨新婚 不九, 
各自邡有闺定的工作，所尽一致 
同意共同分担家务。 


为了公乎地安棑家务，两人 
把每星期家里必须做的各项家务 
対成 一 表格。 

巴 斯塔： 我已划出了一半的 
项目，亲爱的，剩下的那些家务该 
是你的了。 


珍 M 特： 不，巴斯塔，我汉为 
你这样分配是不公平的，你把脏 
活都推给我做，自己却拣轻松的 

事干。 




于是，琼斯夫人拿过了表格， 
把自己想做的家务事做上 记号。 
但是，巴斯塔是不会同意的。 

珍 妮特： 假如这些家务，你 
想都让我做，那就也太不讲埂了。 

正当他们争论不休的时候， 
门铃响了，进来的是琼斯夫人的 
母亲。 

史密斯 夫人： 两个宝贝在吵 
什么呀？我一走出电梯就听见你 
们在哝嗥。 

母亲听完巴斯塔和她女儿说 
出的原因之后，突然笑了起來。 

史密斯 夫人： 我正好想出一 
个好办法，我告诉你们怎样分私 
家务。保证你们两人都满意。 


史密斯 夫人： 你们中的一个 
把这张表格分成两部分，当疼你 
自己会乐于拿随便哪一份的。然 

后让第二个人挑取他（她）最悉意 
要的那一半。 
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袒是，一年之后当母杀搬进 
公寓来住的时候，事情就不那么 
简单了 D 母亲同意承担三分之一 
的家务劳动，但是他们无法决定 
如付在三个人当中公平地分釔家 
务， 你能给他们提出分私方案 
吗？ 

公平合理的分配 

前面作过解答的合理分配问题， 一般 是用两个人分一只烧 
饼的形式出现的，要把烧饼分给两个人,使得每个人都满意地认 
为自己至少得到半只拼。上面没有解答的问题跟在三个人之间 
分一只烧饼，而使人人满意地觉得自己至少分到三分之一的问 
題是一祥的。 

公乎地把一只烧饼分成三份这一难題，可以这样来解决:一 
个人拿一把较大的刀在烧饼上方慢慢移动，烧饼可以是任何一 
种彤状，但是刀一定要这么移动,使某一边的烧饼量从零逐渐増 
加到最大。当这三个人中任何一个人认为这把刀处的位置正好 
使 切卜第 一片的烧拼等于整块烧拼的]/3。他（她) 就喊： “切 广 
这时刀马上切下，喊叫的那个人就拿这一份烧饼。由于他（她） 
已满意地觉得自己得到了 VI 就退出以后的分配过程。 当柯 
个人或三个人同时喊 “切〃 的话，则切下的那一份烧饼随便给谁 
都一样。 

其他两个人当然满意地觉得剩下的至少有 Vi 这样问题 
就还原到上例讲的那种情况了，只要一个人切，另一个人选，烧 
饼便可公道地分掉。 

很显然，可以推广到 iV 个人。隨着刀子在烧饼上方移动， 
第一个喊“扨”的人拿第一次切下的那块饼（或者把这块饼同时 
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给予喊“切”的几个人当中的任何一 个人乂 然后在其余 JV -1 个 
人重复以上步蹕，这样一直进行下去，直到剩下两个人。最后剩 
下的烧饼，两人可以象上例讲的办法那样来分，也可以继续用刀 
移动的办法来分。这个一般化的解题方法是用数学归納来证明 
算法的一个很好范例，很容易看出，这种算法如何能应用于把一 
系列家务事分摊给几个人,并便得人人感到满意，觉得他分担的 
家务是公平合理的。 

剑挢大学的数学家约翰 * H •康 韦研究了参如分配者所要京 
的满意条件更髙的情况下的合理分 K 问题 D 如東不是采取使每 
个人都觉得自己至少分得了公道的一份的这一办法，有无其他 
办法可使每个人确信,别人分得的那份不比自己所得的那 份多？ 
你仔细想过以后，就会发现,假如有.三个人或者更多的人参加分 
配，上述算法是不能作出这一保证的。当参加分配的人只有三 
个人的时候，康韦等人巳对这一更严格的问题找到了解决办法。 
但是』就我们所知，假定有四个人或者更多的人参加分配，这个 
问题还无法得到解决。 


杂技扒手 



在一座中世纪教堂的钟楱 
上，有两根拉 许套索 ，这是无价的 
古物，它们穿过高处天花扳里的 
两个小孔，小孔相距25度米，刚 

好允许这两根紊索穿过 5 
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托尼原是个灰浼索的杂技 
后来变成了+偷。他想用刀 
把这两根套 索割新 偷走，而且想 
尽可能偷去越长越好的延子。 


托尼： 我应怎么做呢？我无 
法进到上面的那个房间里去，因 
为那门上了三重锬。 


托尼：我必顼攀住套索往上 
爬，能爬多高就割断多长 Q 但天 
花板是那么高，假如我爬了三分 
之一的高度割断套索，我掉到地 
上时，非得把腿掉断不可。 


托尼想7许久，终于想出了 
—个 几乎可 把这两根套索的全部 
都偷走的办法 。假如 你是他的话， 
你将怎么做呢？ 




托尼想的办法很乖巧 a 他先 
把两根套索的下端缚在一起，然 
后爬到一根套索的頂端，假设这 
根套索为3。 


当他瓞到顶端时，把套索 
在天花板下约半米处劇断，然后 
把力奮索的利下邺分打个环 0 


接着托尼把一只手嘴伸进这 
个环，吊在空中，此时将套索 A 
在靠近天花板的地方割断，小心 
不讧套索掉 下去。 以后他就把套 
索 j 穿过那环，并一直往下拉， 
直到把结在一起的两端拉到顶 
上。 

现在 他可以沿着级陂 的套索 
滑下来了，滑下后把套索从坏里 
拉出，这样就拿到了整根套索4 
和差不多是整根的套索方。这事 
你能做到吗？ 


• 197 - 



套索和其它技巧 


这一虚设的问题不够严密，所以不止布一个解法。刚才的 
解法可能是最实用的，但是你还可以想出其它许多小偷可以使 
用的办法来，甚至比上述办法更好。 

例如,小偷可以象图 e 那样在 套索力 的顶端打一个缩结, 
他吊在万上，在顶端将2割断，并让割断的这头掉下去。然后， 
他在#点处割断缩结的当中一股。凡是登山运动员都知道，在 
他沿套索5滑到地面的过程中，这个缩结仍然会保持原样。摇 
动套索会使缩结解开，这样小偷就拿到了整条套索£,只差 
顶部的一小段 ，如图 s 所示。 


A B 



图6 

另一种办 法是： 小偷爬到套索3的顶端，一只手抓住尽而 
将身体重量落在2上，然后用刀轻轻在顶端割隼一直感到套 
索快要割断为止。接着他把拼在一起，身体吊在这两根 
套索上，同轻轻割2时的情况一样』在顶端 割刀。 这两根快割 
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断的套索支承着他的体重，而他却沿这两根套索朝下滑。滑到 
地面后，他便使劲地把每根套索齐根拉断 o 

第三种办法是假定天花板的两个孔比较大 D 小偷先把 B 
套索的下端结在一起，并爬上為在最上端割断及然后把其一 
端向上塞入该套索的扎里。当由上面进入 i 套索的孔里时，他 
抓住 S 的上端，通过孔往下拉，一直拉到使割断的^瑞接近地 
面，打结处接近占套_的顶部孔附近。现在他可以在刀孔下面 
把套索刀的上端和在天花板附近的』绳的部分抓在一起，该部 
分原来套寒在2的底部。他一方面吊在双根的套索上在顶部 
割断套索 A (葺接在其孔的下方进行)，另一方面沿着双根的套 
索滑卞，最辱把套索控下来。 

.下面是前面方法的一种巧妙的变套索在底部不结在一 
起，小偷沿套索 A #爬，割断戽并輝套索一端向上穿进万孔 
面从另一孔里拉出^然后把该端打成环 j 象图7那样扣牢。接着， 
尔偷转移到套索刀，把裒割断，把2的一端缚在环扣上，他沿 
B 滑/。现在他只要拉 A 就行了，套索 _ B 会滑过它本身打的环, 
这两根套索即可从天花板里拉出。 



图7 


另外还有一种方法。小偷爬上套索在 S 的顶部系一环， 
人吊在环上，割断袅，把袅的一端穿入孔，并从 S 套索的孔里 
拉出，将这一端缚在环上。这样人吊在两根套索上，在环上方的 
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顶部割魴戽然巵靠这两根套索滑下，苒拉动套索 JS , 就可倫得 
这两根套索^ 

上述一些方法中，有的无疑要撞响钟，小偷就要被抓住。最 
初那个办法的好处之一是，小偷吊在环上之前，可以先轻轻拉住 
套索这样可以避免撞响钟刀。当然，在他先爬2时，爬之前 
也要慢慢拉住它。 

有许多'经典的程序性的难题，十分类似于过河一类问题，涉 
及到箱使用长长的绳索，绳索绕违滑轮，而绳索的每一头装只箩 
筐。下面这一问题是路易斯 •卡罗 尔最得意的一个題0。 

皇后和她的儿子、女儿被监禁在一座旄大城 堡的最 髙一间 
房子里，窗外有一个滑车，滑车上有一裉绳索，绳索两端各有一 
只箩筐，两箩筐的重量相等。 窗外的 箩崔是 空的,地上的箩筐里 
有一块重董为30公斤的石头,石头当作乎衡捶 5 

滑车有足够大的摩擦力,在箩筐里如被放下的任何一个人, 
只要其体重不比另一箩筐重6公斤，则箩筐是绝对安全的^如 
果重量差超过6公斤，那么他们下降时的速度会使他们因在城 
堡脚下箩筐与地面碰撞过激而受伤，当然，一+箩筐向下降落 
时，另一个箩筐就讦高至窗口/ 

皇后的体重是78公斤，公主重42公斤,王子重36公斤，那 
么他们能安全到达地面的最简单（即指用最少的歩数)的办法是 
什么?箩筐的大小足糝容纳任何两个人/或者是一个人和那块 
石头。没人协助他们逃走，他们也无法通过拖曳绳子而逃离。换 
句话说,只是在某一箩筐的重量超过另一个箩筐的重量时，滑车 
才能滑动。 

对这一问题作一模拟，能够方便地找到最简单的解法。即把 
各人的重置写在分开的卡片上,并把这些卡片作前后搭配,你将 
无法在九次内使他们三人都滑到地面。其做法是： 

1. 王子滑下，石头 上来； 
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2. 公主滑下，王子上来； 

3. 石头滑下； 

4. 皇后滑下，石头与公主上来 t 

5. 石头 滑下； 

6-王子滑下，石头 上来； 

7. 石头滑下； 

8. 公主滑下，王予 上来； 

9. 王子滑下，石头上来。 

有时 还苛包 括一些动物，设这些动物必须在人的帮助下才 
能爬进和爬出箩篋，从而使这类问题更难些 3 路易斯■卡罗尔根 
锯上述问題又提出了如下同类问题。除了皇后、王子、公主和石 
头以外，城堡的最髙一间房子里还有一头重24公斤的小猪 、一 
条18公斤的狗和一只12公斤的猫。对两个箩筐之间的重量差 

• s •• 

的限制同上例规定的一样，不过现在在每一头必须都要有人，以 
帮助这些动物进、出箩筐。 

你能否找到少至步的 解法？ 荽注意的是，上述这两个问 
题，从箩筐里走出的最后那个人』必须迅速地走开，否则箩筐和 
石头会碰在他(她)的头上！ 


飞机坠落于小岛 



奥维尔把他的汽车停放在小 
湖畔。 

奥 维尔： 这真是一个开阔的 
好地方，追合我的 无线电 操纵的 
模：$!飞机飞行。除了湖心小岛上 

有一个大树卟，这里再没有别的 
树木或疟石了。 
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奥維 电想操议他的飞机绕这 
棵大树飞行，忸因判械了距离，飞 
机技树而 给地。 



奥维尔十分懊恼，他想取回 
这架贵重的飞机，但湖水很深，他 
又不会游泳 D 他的汽车里有一枨 
缚子，绳子要比湖面的最宽部位 
长由几米，但他却不如道如柯利 
用这根浼子。 



突然他闪过了一个念头。 

奥维尔：唉，没有則的办法 
虽然我身上会弄湿，但我马上就 
可把飞机取回来。奥维孕想出了 
什么办法？ 



思索代替游泳 


奥维尔是用下面这样的机灵方法取回模型飞机的： 他抵绳 
子的一端缚在汽车的前车挡上，而汽车停放在紧靠湖边的地方。 
他韦握绳子的自由端，围绕小岛中央那棵树走一圈，然后拉紧绳 
子，把它 + 的自由端也缚茌车挡上，这样在汽牟与树之间构成了牢 
固的双股绳素。尽管奥维尔不会游泳，但可以用手拉住这双聡 
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绳索渡水，方便地在湖边与小岛之间往返。 

另一个有名的老题目也是讲如何利用手攰上的材料来完成 
从岸边走到小岛上去的任务，该题中的“小岛”位于图8那样正 
方®湖的中心,一个人想从湖边走到小岛上去。同前者一样，他 
不会游泳。朝^有两袂同样的跳板，但每块跳板的运度要从湖 
边搭到岛上是略短了一些。他将如何利用这两块跳板走到小岛 
上去呢？ 

图9出眾了答案。 

推而广之,假定有两块以上同样的跳板，板的长度比上例的 
板还要短，能否用这些板搭成一座通往小岛 的桥？ 

象图10那衧用三块跳板搭成的桥，或许你是不难想象的, 
但不见 _ 得会有很多人知道，如何用五块或者八块长度更短的跳 
板仍能跨过湖面。 




我们可以把这种问题理想化：让小岛成为一个点，让眺板成 
为直线段，允许这些跳板只要相互接触就算“重迭”了。请想象 
一下推广到有无穷多的相同眺板时的情形。极琅情况如图12所 
示。假如正方形湖的边长为4如果眺板数量有无数块，那么每 
块跳板珂能的最短长度为 V ^ 72 。 运用勾股定理可以证明这 
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点。 


有兴趣的话，你可以研究一下在边界不是正方形的“湖”时 


类似的理想化的眺板问題，诸如边界是圄和正多边形 3 


憾情的朋友 


杰妮自以为是世界上最重友 
谊的人，她打算在华蛊顿租一间 

房子。 



杰妮有三个女友，她们都住 
在市里，她想居住在尽量靠近这 
三位女友的 地点， 以便增进友谊 



交往 a 




点捉在市区地 ® 上把这三位 
女友居住的路 o 都标上了记号。 

杰坭： 让我来想想，一定要 
洗择好居住地点，使它离每个姑 
娘住处的距离之和尽可能 最短。 



啊哈: 



杰柅试了又试，正想作喜的 
时候，忽然她叫了起來。 

杰梘：啊哈！我找到一个简 
单办法来确定我要住的地方 D 



杰柅想出的聪明办法是自己 
问一下自已，假如她从一处迁移 
到另一处，女友 a 是否 会赞成 。她 

从看上去比较合理的茱一地点开 

始， 然后考虑往东移一条马路。 



今 塔和布 k 投 
赞成”这榉 

移劝，因为我 
更靠近她们 
了。坎迪将孜 
票“反对”。仨 
是我缩短的距 


离要比延长的 
茈离合算得 
多，因此我将 
采姑多数人的 


意见 o 
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每当多數人表示 ff 赞成”，杰 
说就移动一步。而当多数表帝 “反 
对”的时候，她就尝试另一迁移方 
案。最后她移到某一路 o 处后，如 
再朝后一方向移动都遣到了多数 
反对，这就是她决定要住的地方。 



杰妮幸运地在那个地点租到 
一间房子。一星期以后，布振搬 
远了七条马路。 


杰 妮：真 是个淘气精！现在我 
必须搬到一个新的位置了。但当 
杰妮*看地图时，惊奇地发现她 
仍然可以留在原地居住。你能否 
鲜释一下这倒底是怎么一回事？ 


表决算法 

假如布妮朝正东搬离七条马路，她的新居对杰妮的居住位 
置并无影响。实际上她可以朝东随便搬离多长距离，而杰妮住 
的公寓将继续在可供选择的居点之内。 

假定你在更大的格子上试验，而格子上打标记的地方不止 
三个，就可以更好地体现了表决箅法的效能。你会发现这种步 
序能迅逋地定出 ® 的位置，使$到所有各点的距离之和最小，但 
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这些点数必须是竒数。当点数为偶数时，为什么不行呢？回答 
是，假如点数为偶数，表决就有可能不分胜负。表决一旦不分胜 
负，下面的步序也就无法进行了， 

你可能会乐意研究下面的一些有关的问题 ； 

1当点数为偶数时,能否想出一种适用的方法？ 

2. 在何种条件下一个点或几个点的移动不会影响$的位 


3. 假如考虑到街道的宽度，表决方法是否有影响？ 

4. 假如这些点（包括 ❸不 限定位于街道交又处，是否有影 
响？ 

5. 假如格于是由平面上任何方向的直线街道组成的，则表 
决方法是否可行？ 

6. 假如街道弯弯曲曲，则表决方法还可 行否？ 

虽然表决方法适用于任何一类网络，但在无标记的平面上 
并不适用，因为行程不再只局限于某几条道路了。但问理一般 
都是属于这种情况。给定平面上的 n 个点，找 出点％ 使其到所 
有各点的直线距离之和越小越好。举例讲，设有三个城市4 、 S 
和 G 要使飞机到三个城市的距离之和为最小,那么机场应设在 
哪儿？这显然与使汽车到这些城市的距离之和必须最小的问題 
不相同。也就是说，机场的理想位置对以不同于公共汽车站的 


理想位置。 

答案是，机场的位置应该使从机场到这三个城市的三条航 
线呈三个 12( ^角，然而这个昝案难以用几何方法证明。在四座 
城市情况下，假如它们是凸四边形的几个顶点，机场应设在两条 
对角线的交叉点上 3 这一点不难证明。对于在平面上任意个给 
定的点，以确定&位置的一般性问题,就更难解决。 

你能杏设计一种简单的机械装置（模拟计算机 L 能够怏速 
地对乎面上任何三点定出$的位置?假如用桌面代表该平面，在 
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桌面上对这三点中每一点钻一孔，把三根细绳的末端缚在一起， 

让三个自由末端穿过这些孔，一线穿过一个孔,每端吊一同样质 
量的 重物。 细绳上的同等力对应于这三个点居民的三张同样的 
“表决票”。桌面上由结头定出的位董表示点％当然，这是可 
行的，因为问理的数学结构和物理模型的结构之间存在同构关 
系。 

现在我们使原来的问题变得再复杂一点。假如点 
不是各住一位姑娘，而令这些点代表学生们居住的太楼, i 点有 
2 0名学生，£点有80名学生， （7 点有40名学生，他们都上同 
—所学七，为使所有00名学生步行距离之和减至最小，这所学 
校应该设在 哪儿？ 

假如他们步行的范围只限于城市街道，我们就可以采用上 
面那样的表决方法，每个学生投一票，马上能够找到校址应设在 
哪儿。然而，假如这三幢大楼位于同一个平面，面学生们可以沿 
直线步行到学校（醬如农村里的学生可以穿过开阔的田野)，我 
们能否改变一下模拟计算机使它象上面那样起作用呢？ 

可以的,莪们可以用不相等的重物代替相等的重物，使重物 
的质量正比例于每幢大楼里的学生人数』假设这些细绳取一个 
位置, 而_头便定出学校的位置。假如某幢大搂的学生人数超 
过另外两幢大楼的学生人数之和，这时也否用计算机算出？訾 
如说，2点有20名学生，£点有30名学生，而 O 点有100名 
学生。这时它也闻禅能很好地计算。相当于100名学生的重物 
将把这些细绳的结一直拉到 C ? 孔的顶部』这就正确地表明这所 
学校的校址应设在 C 点。 

多宁三个点时，棋拟计算机能否计算？能，这可以推广到的 
个点，即俾这些点不是凸多边形的顶点也可以。但是由于摩擦 
的关系，索于三点的恬，系统就不能有效地工柃。 

真线图论是正在迅速发展当中的夂个故学分支。它研究的 
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是由线段连接的顶点（点 X 在寻找最短路径方面，图论有好多 
重要的应用 s 有的问 MB 获解决，有的还没有解决，在已经解决 
的许多有名的问题当中，有一个问题如下所述。 

给定平面上的 n 个点,要将它们用直线相互联接起来，而整 
个网络的总长要尽可能短不允许在该平面内增设新的顶点， 

这种网络就称为“最小生成树' 你能不能想出一种寻找这类网 
络的算法？ 

克鲁斯科尔算法（按以约瑟夫•克鲁斯科尔的名宇命名， 
泡第一个想出这种算法)是这样找最小网 络的： 

确定每一对点之 W 的距离，将这些距离依长度的増大方式 
作标记。最短的记作1,次短的记作2,以下依次类推 3 假如有 
两个距离相等，哪一个先定标记都一样。在间距为1的两点之 
间画一条直线，然后画距离为1.3、< 5等等的直线，但不能添 
线构成环路。假如画的直线构成了环路，就不必考虑这一对点， 
而处理下一个较长的距离，最后的结果，便是一棵连接着所有 
各点的最小生成树^ 

这种生戒树有一些重要的特点，例如直线只能 在点上 相交， 
面且相交于任意一点的直线不会超过五条。 

最小生成树不一定连接 n 个点的最短网络。必须 切记： 我们 
把这种网络限定成不可能有附加的顶点。假如允许新添附加顶 
点的话，那么该网络就可能会更短了。可以用单位正方形的四 
只角来简单地加以说明。最小生成树由正方形的任意三边组成 
(图假定我们允许新添顶点，那么有没有连接这四只角 
顶而连线总长度小于3的网络昵？ 


大多数人认为最小网络是由该正方形的两条 对角钱 與成的 
(图 136), 但事实并非如此^图 13 o 示出了正确的解该正 
方形的两对角线的总长为2^2 =2.8 2+ ，而图 13 e 网络总长更 
短，仅为1十 = 

• - - 
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当允许新添顶点时，寻找连接平面上 n 点的最短长度网络 
的一般问题，就是众所周知的斯坦纳冋越。这个问题在一些特 
例中已经解决,但在寻找连接平面上 n 点的最小斯坦纳树的“斯 
坦纳点”(新添顶点)方面，还没有找到一个有效的算法。这个问 
题应用于许多工程上，例如从设计电子计算器所使用的微处理 
机芯片，直到寻找铁路线、航空线、电 fe 线路和其它航运与通信 
线路的最小网络等 b 


外科医生 



在热带丛林涿处的一家医院 
里有三名外科医生一一琼斯、史 
密斯和罗比森 a 
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当地的部落首领被怀疑患有 
一种极易传柒的古怪疾病，贵令 
这三名外科医生每人必须为他动 
一次手术。麻烦的是，这三名外 
科医生随便那一位在检查这个首 
领时都可能感染上这种怪病 P 



动手术时，每一名医生都必 
坷戴上 橡皮子套 3 骹使他传染上 
这种怪病，病菌将会感染到同他 
的手接敏的任付手套的 一 面，而 
如果肯领患上了这种凌病，祀将 
感染到所戴手套銬外面。 



就要开始动手术时，护士克 
利妮小姐跑进手术室。 

护士克利妮：诸位医生，我 
给你们带来了不幸的消息。 



护士克 利妮： 我们只有两副 
消毒的乎套，一到为蓋色，另一副 
为白色 a 
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琼斯 医生： 只有两則？假如 
我先施行手术，我的手套两面都 
可能弄脏的。假如史密斯接下去 
动手术，他的手套两面也可能弄 
脏。这样一来，罗比森就拿不到 
无菌手套了。 


突然，史密斯医生提了个建 
议。 

史密-斯医生：假如我戴两副 
手套，直手套戴在白手套的外面， 
每副手套有一面可能沾污了，但 
是每副手套的另一 询仍然 是无菌 



球斯立即明白了。 

琼斯医生 ： 我知道了。我可 

以戴蓝手套，无菌的一面在里 ，而 
1 

罗比森可以把白手套 fe 过来戴^ 
也是无菌的一面在里。这样我们 
就不会有从首颔邴儿感染族病或 
者相互惑染的危险了。 

护士克 利妮： 这对你们医生 
是没有问题了，但首领将会怎样 
呢 ?假如你们当中任何人惑染 
了，而首领没有感染，他会从你们 
之中茱个人那儿得病的 Q 
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一錢槌外科医生们被问 
住了，他们该怎么 办呢? 过了一 
会儿 ，克利妮小姐喊了起来。 

护士克 利妮： 我如道你们三 
个人应该怎样才能既施行手术， 
I 不会让你们或者首领去冒感染 
疾病的风险。 

医生们没有一个能想出克利 
妮小袓是怎么想的，但当她作了 
解释以后，他们都同意这办法是 

I 

〒行的 Q 你能想出这个办法吗？ 


里面和外面 

在解释克利妮小姐想出的聪明办法之前，让我们首先弄懂 
只能保护外科医生们的那个办法。 

我们用研1代表一副白手套的里面，妒2代表其外面》 

代表蓝手套的里面，$2代表其外面。 

史密斯医生把这两副手套都戴上，先戴白手套，后戴蓝手 
套， Ft —面可以被他弄脏，而—面可以被首领弄脏。史密 
斯做完手术以后，把两副手套都脱下。接着，琼斯医生戴上蓝手 
套』无菌面同他的手相接触；穸比森医生则把白手套的里面 
一边翻出，然后戴上，使无菌面 TF 2 同他的手相接触。 

现在来介绍一下克利妮小姐的办法。 
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史密斯医生同前面一祥戴上两副手套，和$2面可以 
被弄脏，但识2和面仍保持无菌。 

琼斯医生戴上蓝手套，使面对着他的手。 

罗比森医生把白乎套的里面一边 窗出， 把乎套戴上』使 TF 2 
面对着他的手。然后他再戴上蓝手套，把它套在白手套的外面, 
使 S 2 面在外面。 

在所有这三种情形中，只有32面接触着首领，所以他不会 
有从任何一位外科医生邡儿感染疾病的危险。 

就我们所知 ，这 个问題 至今仍无完全推广。给定 n 名外科 
医生必须对&名病人施行手术，要保证他们以及病人相互都不 
冒感染疾病的危险,那么最少要用几副手套？ 



第六章文字游戏 

数学家们往往酷爱文字游戏，也喜欢用文字游戏互相玩笑, 
这是完全可以理解的。众所周知，词只不过是宇母按一定次序 

I 

加以组合而已，正如句子是根据句法将一串词连在一起一样。因 

此，语言带有很浓的组合数学的味道，与组合数玲顛为相似。文 
字方阵与数宇幻方雷同。句中所用的标点符号相当于用来“标 
点”代数的句子的数学符号（例如皞号、加号和减号等等\ 

本章将仔细研究上述各种有趣的相似性； ） 回文——正读和 
反读都一样的句子——与回数相雷同。我们将会看到，数论方 
面颇有名的一种“回数猜想”仍未获得解决。同时，还有不少关 
于回数素数及平方、立方回数的有趣定理。本章介绍的其它一 
些难题，包栝将一些词拆成几个部分，其方法为使用与在分割论 
(这是数论的一个分支）中把数分成几个部分极为相象的方式。 

假如我们把字母看作几何图形，好多异乎寻常的难题就出 
现了。我们将看到这类问题中有些涉及到两种重要的 对称： 180 
度旋转对称(有时叫做“双重对称”)和镜面反射对称。我们将发 
现,有些单词，甚至有些完整的句子可以颠倒过来而不改变它们 
的结构形式。在旋转180度时，每位数字相似子某一字母，这一 
事实形成了一类趣味题目的基础，鉴子袖珍计算器已经普及化， 
这个问题也就相当流行。 

我们不能把这些字母看作在旋转和反射时形状保持不变的 
刚性图形，而应看作为拓扑图形，它如橡皮筋那样扭曲变形。这 
也导出了一些有趣问题。这里披露了一些问题，将使你对拓扑 
结构有个基本的了解^ 

- 

I 



最后，我们将考虑到文字问题，这些问题将引出某些重要的 
教理逻辑概 念。 关于“ 不在 里面”的反面的普通谜语，与逻辑中 
的否定法则有着密切的关系，与代数中的负号处理也有密切的 
关系只有你领会到若不用高级语 W (逻辑学家把它称为“元语 
言” # )表达，则无法探讨某种语言的词和句子，这时许多滑稽谜 
语才看得明白。 

我们希望本书的最后一章写得最生动有趣。读者也许会感 
到奇怿，为什么要在趣味数学书里写上文字游戏这一章？对此 
我们早已回答了,这不仅仅因为数学家喜好文宇游戏，或者说因 
为文字游戏有其组合的特性，更主要的是因为即使文字难题也 
能导出意想不到的重要的数学概念。 


%•(>•沃徳尔博士 



沃利 . o ‘ 沃德尔博士是位著 
名的数学家^ 



沃德尔博士是“沃德 々获奖 
游戏”的主持者，这是一种由他发 
起的、权为流行的电视游戏节目。 
如现众能解出沃德尔博士提出的 
巧妙文字难题时，便可赢得一笔 
巨额奖金。 


用以描述另一语言的语法或语又的语言称为“元语眘”——泽注 
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沃德尔 博士： 文字游戏就象 
数学那样，但符号为字母和单甸。 
同时，拼音规则和语法告诉了我 
们哪些特定的纽合是可以尤许 


沃德尔 博士： 我给你们举两 
个例子看看。第一例 子是， 不在 
里面”的反面是什么？ 


沃德尔 博士： 哪一个由11 

I 

个字母组成的词连所有耶鲁 
大学毕业生都会拼错 (speU it 
incorrectly ) y 


沃德尔 博士： 你能答上这两 
个问题吗？ “不在里面”的反面是 
“在里面' 全体耶鲁大学毕业生 
邡会拼“错”的字是 “ inoorredil 广 

在今天的精禾节目里，有许多这 
样的问题，让我们来试试看。 



否定之否定 


在思索“不在里面”的反面时，很容易想到“在外面”，但是, 
该反面当然是“不是不在 里面' 这同〃在里面”完全一样。否定 
之否定为肯定，这在语法正确的英语和在乘法及形式逻辑中都 
是成立的。其实，你有时会遇到一连串多达三个或三个以上的 

否定。法则是这样的，任何偶数个的否定为肯定，面任何奇数个 
的否定仍为否定。例昶，有一次哲学家艾*诺思•怀特赫德在向 
一位讲演者表示感谢时说：“使他的问题的模糊之处不苒模糊 
了”。 

顺便解释一下 ，错 误地”一词的谜语出人无备，是因为人们 
已习惯地把这一词理解为副词,用以修饰动词——“拼读”,而不 
是把它当作这个词的本身 a 
• • 

西*李*霍 

汊德尔一看到霍先生的电话 
号码后，便请他来作客^你能石 
发现西*李*霍与他的电话号码之 
阀有什么特砵的联系吗？ 






把霍先生的名字颠倒过来 
看，就变成他的电话号码了。 


mi m m 

I 

如果把每个电子显汞数宇颠倒过来看，可以把它当作一个 
宇母来看待。这些均以近年已经普遍应用的袖珍计算器作许多 
特技表演的基础。 

第一个这类特技表演——此种表演显然引起了这种游戏 
热——有着一条关于阿拉伯和以色列战争的故事线索。下面这 
个说法是位著名的计算机科学家唐纳德•克努特设想出来 
的： 个阿拉伯人和个以色列人在一块 &犯〗 米见方的 
土地上进行格斗，哪一 方是胜 者？要找出答案,我们把337的平 

方与貺1 的平方相加， 得出其和为 midh , 当把它廉倒 
过来看的话,就成了 “SHELL OIL ' 即“壳牌 右油' 

关于在计算器的显示器上的数宇顧倒过来看时能变成文字 

的内容，已有整本整本的书出版。下表承出了把每一位数颠倒 

看时都象一个 字母： 


S 0 


5S 



借助于上表将会发现，你自己也不难编造一些有陲的计算 
器问题，而把最后答案在计算器倒放时,可以作为一个适当的字 
来读^还可用小数点将两个字加以分开。 


无从捉摸的“八” ( EIGHT ) 



沃徒尔博士：霍先生，我们 
的第一个问题使用了这18根筷 
子。奖5元钱，你能否只拿掉8根 
筷子而留下 U 


田田田 



霍先生：孔子学说认 为：不 
可解之即弃之。 

沃徒尔博士：先不要弃之, 
霍先生。请记住，这是个文字游 
戏节八” （ EIGHT ) 是一个可 

以掛出未的词。 


田田 E 




霍先 生：我 也想过，但是“八 
的字母太多了，没法把它拼出来 
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沃德尔 博士： 时间到了。你 
想不到“八” （ eight ) 可以用别 

的方法拼写，实在太精择了 & 


算术双关语 

解决筷子难题要求掌握这样一个诀窍，即沃德尔教授念数 
词 “ eigM ”(8) 時，其发音也可以当作“咖”（吃）这个字。 

下面是这种难题的变相实例，要求找出各秤窍门！筷子(或 
火柴）的排列象前面那样，但是现在的任务是取走13根筷子面 
留下 I 解决办法是按下图那样留下数字民 


假如你的朋友觉得上面两道題目太简单了，那么可用下面 
这道较难的题0试试。囝案仍然与前相同;取走7根筷予而留下 
8。此时的解法要构成一个等于“8”的表迖式： 



采用象筷子1火柴、牙签、咖啡搅拌榉、苏打小麦稭、铅笔或 
者其它最易于得到的短棒，可以编排出无穷无尽的趣味难题9下 
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面还有两道題目，不妨给你的朋友们试试: 
把12裉短棒排成这样： 



要求移动一根短棒而能变成一个正确的等式。下面是许多 
不同解法当中的四种解法 r 



对于下面这些短棒: 










m 
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取走四根短棒拼成咨词 “ match ”， 然后试问该词是由什么 
构成的 D 大多数人试用 “ WOOD ” （木）这个间，然而在认识了 
“match” 一词还含有“配婚”意思后才知道该文宇游戏的眘案如 
下： 








世界上鼉小的纵横字谜 



HWctfTNi. VedTML- 
^31ct MO 

f m p tty 


沃德尔 博士： 霍先生，现在 
有一机会可蠃 2 0元钱。一个很简 

单的纵横字谜，只有六条定义，限 
你三分钟内揭开谜底 a 



fT 

% 

u 


n 



t 






三分钟之后，霍先生只碕出 
了第一棑 字母。 

霍先生：对不起！沃德尔博 
士，我想不出任何其它意思相合 
的字未了^ 
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沃德牟 博士： 很遺憾，霍先 
生，你没有看到所有三个檟棑的 
字都是一祥的。请 记住， 同一个 
词可以有不同的含义 g 


沃德尔博士：我们一面等待 
下一位客人，另一面有一个“看请 
答得快”的问趣供在家的电视现 
众回答。你能否把 “ NEW ” 与 
£ i I > OOR ,f 这两个字中的七个字母 
重新排列一下，变成一个词？ 


方阵与宇谜 

纵横宇谜是关于截取符号序列的组合问题。现在计算机可 
以在它们的存贮器中贮存某一种自然语言的所有单词，可以编 
写出能有效地解答纵横宇谜的计算机程序，也能编出各种编造 
纵横字谜的程序。 

大多数纵横字谜均有“孔格”图案，即用来隔开每个单词的 
格子。一种古老而自然的纵横宇谜根本没有孔格（例如我们这 
章的纵横字谜游戏)，这就是所谓的“文字方阵”。以下面4级的 
文字方阵(四字母文字）为例： 

KING 
I D K A 

NEXT 

GATE 


• 225 • 



这四个字 （ “KING” ， “IDEA” ， “NEXT” ， “GATE ”） 可以 

横着读和竖着读。假如横读词与竖读词不同，就叫做“双字方 

阵”： 

ORAL 
MARE 
K V E N 
NEAT 

这两种方阵，若级数越高，就越难于构成。你可以试构一下 
四级的方阵，成功的话，再试五、六级的方阵。七级方阵极难构 
成。尽管文字游戏的行家们已经构成过八级、九级和十级的方 
阵，但几乎总要使用一些不常用的难字。 

沃德尔博士的 “NEW DOOR ” 难題属于“字谜” 一类的难 
题，即把一个字、一个短语或句子的宇母重新排列以后，就变成 
一个新的字、短语或句子(答案在书末 k 有成千个有趣的字谜， 
其中字母重新排列后，构成的新词其意义以某种巧妙的方式与 
原来的词的含义 有关： 

Lawyers (律师夂 Sly ware (滑头货） 

HalitosK 口 臭）： Lois has it ! (洛伊 斯有之【） 

Punishment (刑 罚）： Nine thumps (打九棍） 

One hug (拥抱一 次）： Enough? ( 够了吗？） 

The eye3 (眼睛 They see (他们看见了） 

The nudist colony (裸体主义者部落乂 
No untidy clothes ( 无破旧衣服） 
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玛丽•贝尔•拜伦 



回 


沃德尔博士的下一个客人是 
玛丽尔♦拜怆，她的名字怎么 
这蛘古怪？ 


这块蜱子上的字对我们也许 
有些帮助，这与，玛丽 * 贝尔 •拜伦 
的名字具有同榉的特征。 


“哈特.莸他”与 ff 玛丽 -3 尔* 
拜伦”都是回文，即字母的颂序是 
对 称的， 顺着念和倒着念完全一 
样 0 


名字 


你能再拼写一些具有回文特性的人名来吗？这一点恐怕不 
象你想象的那么容晷！下面是一呰例子 4 
Leona Noel C 利昂娜 •诺埃 
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Nella Allen ( 内拉 . 艾伦） 

j^lake Dana de Kalb ( 布茱克 * 达纳 • 德卡尔伯〉 

Edna Lalande ( 埃德娜 * 莱伦德） 

Duane Hollo Heii^ud (社阿内 * 罗洛-雷的德） 
N* A- Gahagan (N* A. 盖给根） 

N . Y . Llewellyn ( N . A . 卢埃林） 

B. J. Drakard, Jr (R t J. 小德雷 克徒） 


画 谜 



沃德孕博士：玛丽小姐，欢 
迩你参加这个节段。你提的第一 
个问题与这些®有关。每张函表 
示一个熟悉的数学木语。 

玛丽： 沃德尔博士，我不明 
白你说的是什么意思。 



浹德尔 博士： 好吧 ，先举一 
个例子。这张画表示几付常数 

; W 5 0 

玛呵 ：噢， 我明白了。我必 
项猜測函面表示的是 什么。 
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沃德尔博士 ：对！ 现在请你 
請其它的离面。 

这是第一张。猜时一张可得 
奖10元。 

玛丽：我猜着了，这是“鸚鹉 
跑了” (polly gone ) ,即“多边形” 
( polygon ) 0 

沃德亍博士 ：对。 第二张表 

示什么呢？ 

玛丽 ：唉！ 它的嘴唇象个 
字，是不是椭圆 ( ellipse ) 9 


沃德尔 博士： 确实是这样， 
玛丽 3 最后这一张你也一定能請 
到，试试吧！ 

玛丽 ：噢， 这张容易 3 这个 
“激进派'是根号 （ radical ) 吧。 


画中词 

以某种隐含的方法表示词汇的画称为谜画。你也可以试着 
编出表示其它熟悉的数学术语的谜画„ 

与谜画差不多的一种形式是写一段文宇，以某种办法描述 
—个字的意义。“数学”这个词就是以这种办法表示的数学方面 
的词和短语。图1可说明其基本概念。“数学”是老的磋画的翻 
新。 
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数学例子 
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把字画成表示其意义的符号图，是现代广告的一神重要形 
式，特别是在电影广告中更为常见。电影片名常常印刷成使字 
母象征着片名的意义（图 2 )。艺术家也常在书的封面上用这种 
办法印书名。街道和公路上的交通指路牌，是用词和符号相结 
合，形象地表示词意的又一种实例。 



英国招贴画 

图2 


滑稽的句子 



沃德电博士 :下一个任务让 
你告诉我，我写给你看的每个句 
子为什么那么 奇特。 答出一个可 
得奖20元。 
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沃德尔博士：这是第一个句 
于， 请仔细读 一 T , 别再开玩笑 
To 


玛丽： 好，这+句子是回文， 
就象我的名字一样。从前后两个 
方向拼 写是一 样的。 


沃德尔 博士： 很好 。下一个 
句子呢 t 


让我看一下，这也象是一句 
回文，但不完全对你，唉！我 h 道 

了，把这个句子顏倒过来看是一 
样的。 



沃德尔 博士： 你又说对_了, 
再看最后一个 a 


玛丽：我看这 个图肀 的每个 
词都比前一个词多一个字母。 


沃德尔博士：很好！这是另 
外的20元。你准备用这些钱干什 
么呢？ 

玛丽：我今天晚上请你吃 
饭，然后到我家去请你看看我收 
藏的词典。 


沃徒尔士博：太好了，玛丽， 
这是个好主意。晚上见„现在， 
距下一位客人到来之前还有一段 
时间，我得准备另一个小节 a 。 
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沃德尔博 士：有 一个由五个 
字母拼成的询 7 每个哈佛大学毕 
业生都把这个詞读“错”了，这个 
是什么词？ 


更多的回女 


每种重要语言都有数以千计令人惊叹的回文。创造回文并 
不难，你自己也可以试着创造几个。下面是几个有名的例子： 

A. man，a plan a canal — - — PanaraaJ 

C 一个男人准备挖一条运河一巴拿马运河!） 

Egad! A base tone denotes a bad age, 

(哎呀 i 低音调表示不吉利的年代。） 

Was it a can on a oat I saw? 

(这就是我看见过的货船上的盒子 吗?） 

Live dirt up a. ^ide track carted is a putrid evlL 

(在侧轨上的车箱里装着的活垃圾是个酼陋的病 鹰3 

Ten animals I slam in a net* 

(我把十个动物装在网里了。） 

在经典的回文中是以宇母为单位的，也可以以同为单位来 
写回文。 

回文与数学里称为左右对称的现象相似。人和绝大多数动 
物都是左右对称的。许多人造的物体也是左右对 称的： 例如椅 
子、咖啡杯和数以千计的其它东西。任何平面或三维的左右对 
称图形在镜子 ffl 看起来都一样。这也与回文的特性相类似，即 
如果使其符号的顺序倒过来的话，符号的顺序并不改变。 
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数宇与字母一样也是符号，回文式数就是从左右两个方向 
读起来都一样的数。一个有名的尚未得到解答的数宇问题，叫 
做“回数猜想”。取一个任意的十进制数，将其倒过来，并将这两 
个数相加。然后把这个和数倒过来，与原来的和数相加。重复 
这个过程直到获得一个回文式数为止。例如，只要三步就可由 
68获得回文式数： 

68 

+ 86 
154 

1111 " 

“同数猜想” 就是: 不论开始时采用什么数，在经过有限步骤 
之后都会得到一个回文式数。 

还没有人能确定这个猜想是对的还是错的。已经知道这个 
猜想对于二迸制记数法，或以2的幂为基础所表示的数是不成 
立的。对于用其它记数法表示的数则尚未证明。 

可能成为这个猜想的反例的最小十进制数是職计算机 
已对这个数进行了数十万步计算，没有获得回文式数。但是述 
没有人能证明它永远也不会产生回文式数。 

数学家已经对同时也是素数（除1和该数本身以外没有其 
它因素的数）的回文式数进行了研究。数学家们相信有无穷个 
回文式素数，但是尚无法证明这一点。数学家还猜想存在无穷 
个回文式素数对。例如30103和30203,这些数中除了中间的 
数字以外其它数字都对称，这些数是依次连续的。 

回文式素数必须存奇数个数字。每个有偶数个数字的回文 
式数都是11的债数，所以不是素数。你能证明这样的数总可 
彼除尽吗？（提示：若一个数中所有偶数位数宇之和与其奇 
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数位数字之和的差是 11 的倍数的话，这个数就能被除 
尽。） 

在回文式数中平方数是枚不胜举的，例如 lix：U = 121。 平 
方数中回文式数的比例，比随意选取的整数中回文式数的比例 
大得多。立方数也是这样 3 而且，回文式立方数几乎肯定有一 
个三次方根也是回文式数（例如： llxllxll-l 抑1)。用计箅 

机对回文式四次方数进行的研究，至今还没能找到一个四次方 
裉不是回文式数的回文式四次方数。也没有人发现存在回文式 
五次方数。数学家们猜想不存在3(疋大于#形式的回文式 
数。 

4 'Now No Swims On Mon” 

(现在星期一没有游泳） 

这个句子是已经发现的具有双重对称性的最长的句子。双重对 
称性就是旋转180度后原句不改变。具有这种性质的单词（无 
论是印刷体还是普通写法）很多。图3给出了几个这样的 
词。 


WMM 



bunq 

N0QU 
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S 3 方向可以颠倒的字母和单词 



可笑的名宇 



下一个客人是新浲西州哈克 

特镇香烟公司的总经理诺斯姆 ♦ 
金 （Nosmo King ) -为什么他的 

名字使沃德尔博士觉得可笑呢？ 


如果改变一下姓与名之间的 
间隔的位置，诺斯姆_金就变成了 

“No Smoking ” (请勿吸烟）。 


字符间痛 


虽然这种事很平常，但是说明广'间隔”作为一神符号，对于 
理解句子是颇为重要的 a 词与词之间的间隔所起的作用与括号、 
间隔、零等等数学符号的作用相似。稍微改变一下一个括号的 
位置，常常就会使数学隶达式的意义与原来的完 全不同 。这与前 
面“请勿吸烟”的例子相似 

许多词若被分成两部分就会改变原来的意义。例如，把 
Nowhere (什么地方都不）分成两部分就会变成 Now here (现在 

在 这里乂 刘易斯■卡罗尔写了 一个小 故事，说的是有一 个人以 
为他看见一块招牌上写的是 Komanoen ^ nt (“空想”)，可是实际 
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上招牌上写的是 Roman GemenK 天然水泥）。 

下面是一个古老的招牌谜语，这个招牌很久以前挂在村庄 

的大街后面一个驿站的架子上： 

TOTI EMU IjF^TO 

你能通过改变间隔的位置使这个句子变得有意义吗、 

很久以前就有一种有名的谜语是找出隐匿在句子中的名 
字。这种谜语就是以这 种方式 构成。例如，一个州名及其首府 
名就隐匿在下面的句 子中： 

Can Eva dance outside t wi th ^ars on city streets? 

(在城市街道上有汽车时伊娃敢在外固跳舞吗？） 

在该句中隐含的词是 “ Nevada ” （内华达州）和 Camm city 

(卡森市)。 


方卡片中的家谱 



沃徒牟 博士： 诺斯姆 T 你必 
需用这个方卡片写 it _家四口人 
的名字，若答出这个问题，奖赏六 
盒高级古巴雪茄。 


* 原音是 TO TIE MULES TO ( 系骤 子处〉 一译注 
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沃德尔 博士： 在卡片上画三 
条直线则很容易把每个名字隔离 

在单独的 区里， 但你能够画二帋 
直线把每个名字隔离在单独区内 
吗？ 

金 先生： 这是办不到的 & 

沃德尔博士：你错了，金先 
生，这是很便当的，必定是雪茄 
的烟雾把你的大脑熏得迷糊了。 


直线与等分 

啊哈！把每个名宇分成两部分是可以办到的，可用不同方法 
将各组成部分构成同样的四个名字。 

以这样一种画直线的方法为基础，还可以编造许多类似的 
难题，比如，把图4中的每一个圆都分别放到一个单独的区内， 
这是一个典型的例子你能够在该图上画出三条直线而把每个 
圆放到一个单独的区吗？解决这个问题的窍门是，每个区不必 
为矩形，用这祥一个方法由三条 K 线可以产生多达七个区^ 

把这一结果加以推广，可用数字来代替其中的圆，这时的难 
题是： 画几条直线使每个区内的数字之和相等，或者使每个区 
内的数宇总和有一些其它共同特性。你可在图5上用这种划分 
法试试。要求画四条直线便得每一区内有相同的“和数” 10。解 
决这个问题的方法示附于书末。 
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酒馆的招牌 



沃德女 博士： 我再给你一个 
赢得六盒雪茄的机会。一家酒 
馆的窗户上有这样一块 招牌： 
f ^What Do Yon Tifink if You J re 

Under IS WVll Servo You a 
Drink ? 



沃德尔 博士： 18 罗以下的 
青年进去后，由于违反了章槎而 
被赶了出来。 



沃德尔 博士： 逋憤史说在 
这个招牌上油漆 S 漏掉了一个感 
叹号和一个问号。你的任务是补 
上这两个标点符号，使得招牌能 
表达老板的原意。 
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pwtiat^Do youj 

JThinkif vou'rq 

lunoer 18 We p Il| 

serve you a 
drink? 



但是诺斯姆连一个标点符号 
都补不上去。沃德尔博士只得做 
给他看。 


标点和符号 

逋过改变标点符号而使没有意义的叙述变得有意义，这样 

的谜语在许多老的谜语书中都可找到。同样也有这种形式的数 

字谜。例如有一个不正确的方程如下： 

l+2 + Si+4+5 十 6+7+8+9 = 100 

现在要求改变方程左边的“运算符号”使方程式得以成立。只能 

使用加号和减号，但是可以改变数字之间的间隔，以形成较太的 

数。下面就是该例题中只用三个运算符号时的唯—解法： 

123 — 45 - 67+89 = 100 

加减号最多的 解是： 

1 + 2 + 3 - 4+5 + 6+78+9 = 100 

还有九种其它解法： 

123—45—67 + 89 = 100 

123 屮 4 一 5 + 67- 89 = 100 

123+45 — 67 4-8-9-100 
123-4 U — 7+8—9 = 100 
12-3 —4+5—料7+89二 100 
12+3+4+5— 6— 7 + 89二 100 
1 + 23 — 4+5 + 6 + 78 — 9 = 100 
1+2 + 34 — 5 + 67-8+0*100 





12+3 — 4 + 5+67 + 8+9 - =100 
1 + 23-4+56+7 + S - hO-lOO 
1 + 2+3-4+5+6+78+9-100 

也可提出数字按递减顺岸 1 排列的同类问题。如果象前面那 
样楚止在第一个数字前使用负号的话,这个问题就有15 个解： 

98 — 76+54 + 3+21 = 100 
9-8+76 100 

98-7 — 6-5 — 4 + 8+21 = 100 
9 — 8+7- 60 — 4 H — 1 —100 
9 — 8+76-5+4 + 34-21 = 100 
98 — 7 + 6+5+4 — 3^2 — 1 —100 
98 + 7 — 6 + 5 — 4 + 3-2-1=100 
98+7+ 6 — 5 — 4一3 + 2 —1 = 100 
98+7-6+5-4-3 + 2 + 1 = 100 
98 — 7+6+5—4 + 3 — 2 + 1 = 100 
98— 7 + 6— 5+4 + 3+2 —1 = 100 
98+7-6-6+4+3-2 + 1^100 
98 — 7 — 6+5 + 4 + 3+2 + 1 = 100 
9+8+76 十 5+4- 3 +2 -1-100 
9 + 8 + 76+5— 4 + 3+2 + 1二 100 

若第一个数字前允许使用负号，则按递减顺序还有三 个解: 

— 9 ^ S - f - 76 5 — 4 - f - 3^- 21 —100 

-9 + 8+7 + 65-4+32+1-100 

-9-8+76-6 + 43 + 2 + 1 = 100 

若第一个数字前允许用负号，则按递增廟序还有一 个解： 

一 1 + 2 -3+4+5+6+78+9 = 100 

当然，"标点符号”可以不限于加号和减号，右边的和数也可 
以不是100。例如，和数可以是今年的*后两位数字，或者你喜 
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欢的其它任何数。 

你能否在下述方程中只加一对括号就使其成立? 

1 — 2 — S+4 — = 9 

答案附于书末。 


隐蔽的符号 



沃德尔 博士： 金先生，我们 
现在准备给你看三张奇怪的符号 
囤。每张图隐藏着一个词。猜出 
其中任何一个词就可得到这些嘗 
茄。这是第一个，你能看出结果 
来吗？ 



金先生：我看不出，结果是 
什么呢？ 

沃德尔 博士： 这是你的名字 
谋斯姆 （ Nosmo ) 。我捉你的名字 
象湖中的倒影那样映照在一条线 
之下，就构成了这个符号。 



沃德尔博士 ：好， 第二张你 
能看出什么禾吗？ 
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沃德电博士作解释时，金先 
生只是摇头。 

沃德中博士：这次的符号是 
使每个字母相对于垂直对称柚映 
照而形成的，这是单词 EING 
(王，国王），你瞧多同单啊！ 

金 先生： 这对我来说并不那 
么简单。 



沃德 尔博士 ：好， 这是最后 
一张图。你还有一次机会。 



金先生还是回答不出来，沃 
德尔博士只详在符号上下加二条 
東线，便现出 “ SM 0 E 1 E ” （吸烟） 

这个句。 


对称游戏 

在第一组怪符号中，每个宇母相对于水平对称轴而映到下 
面。注意， nosmokingt 中的某些字母倒映后不变 Q “ o ' 

“ K ” 和 “ r 等宇母具有水平对称轴。 
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在笫二组符号里，每个字母相对于垂直对称轴而映照后，某 
些字母也不改变，和气”等字母具有垂直对称袖 。由 
于“0”和“ I ”具有两种对称轴，所以用一面镜子在上、下或左、右 
映照时，这两个宇母都不变，如果有兴趣的话，你可以分析一下 
所有的字母(大写和小写字母)，着看每个宇母具有哪种对称性。 

你能够构成一个用镜子在其上面映照时不变的词吗?可以， 
" CHOICE ” (选抻）就是数百个这类词中的一个。是否有在垂直 

印刷时旁边放一面镜子而映照时不变的词？有， “ TOMATO ” 
(西红柿）就是数百个这类词中的一个^ 

具有至少一条对称轴的平面图形，在镜子里的图象是与原 
图形一样的，虽然有时必须把一个图象旋转一下,使原图形及其 
映像的方向一致。任何具有対称平面的立体图形在镜于里看起 
来是一样的。其原因是对称面把这类物体从头到脚截成了两 
半 。 

可以设想出许多有趣的、与前面两个镜子谜语相仿的谜语。 
例如，下面这些图形是什么东西？ 

门空 £B M 5 36 V7 

下面这几个图形更难 辨认： 

I 

WW XX \Y XZ 

字母 “SMOKE” 是以完全不同的办法隐蔽的。一般倾向于 
把黑的区域看成是形状奇特的图形，而不把黑区之间的白区看 
成宇母的形状。这就像看照相底片一样。若不在该词上、下画 
上水平边界莽话，则很难看出这个词。读者可以试着以同样的 
方式画出其他的词来 3 
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链金的槙型飞机 



沃德尔 博士： 金先生，很抱 
歉，你无法裊得这些雪茄了。鉴 
于你如此喜愛运动，我特意冷备 
了这较金的模型飞机 o 



食先生：谢谢。可是什么叫 
“模型飞机”？ 

沃德尔 勃士： 如果你一旦了 
解了它的话，那么訧不是浞有你 
总想要做的事了吗 r 



金先生 I 有^我总是想学学 
怎样开飞机。 

沃德尔博士 ：好， 现在你得 
到了一个环转的樓型飞机。金先 
生，好运气。谢谢你能和我的想 
法 一 致 a 
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沃德尔博士：在下一位客人 
正在化妆的时候，我想*现焱表 
演另一个快 短剧。 这是我去年寄 
给我所有的朋友的贺年片，你能 
发现其中的秘密信息 吗？ 


弗罗•斯特菲 



在这场表演的蕞后一位客人 
是弗罗■斯特菲小姐。你认为是出 
于什么原囚选她作为选子呢？ 


她的名宇是按字母顺序排列 
的，象她这样的名字是不容易找 
到的，你可以试试看在电话簿里 
能找到多少这样的名字。 


招贤榜 

按字母顺序排列的名字是不容祛找到的。贝蒂 （Betty) 是 
个较普通的例子。实际使用的最长的这类名和姓之一是艾比 • 
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F •吉劳特 （ AW ) eF . Gillott ) n 你能找到一个由西个以上字母 
井按顺序组成的雎词吗？ “ Billowy ” （巨浪似的）是最长的单词 
之一。象 “ DirV 7 (灰尘)之类的短词是很容易找到的，但是发现 
较长的词就难得多。 

时而会看到有些诗的排列是按词的第一个字母，即从 A 到 
之的规律写成的。其中最好的诗之一是《木母鸡和其它驯服动 
物 > 一书中约翰•厄普蒂克斯的诗——“能力\ 


奇妙的字母序列 



沃德加 博士： 斯特菲小姐， 
你的脑子偏狭吗？我们准备给你 
看三个字母序列的问題。解答出 
一个问题可奖给一忤游泳衣；解 
答出两个可再得到一个皮包；三 
个问题都解答出来 还能得 到一件 
铉皮外套。 



沃德尔傳士：这是第一令问 
题。请注 意：有 些字母是乜的，其 
余的是蓝的。函家是按什么规律 
把字母分成两秤顏色的？ 
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斯特菲小姐在回答之前，研 
究了这些字母几乎达一分钟左 

右， 

斯特菲小姐： h 道了！每个 
蚁字母至少有一条曲线笔划，而 
蓝色字母完全是由直线构成的。 


沃德尔 博士： 你贏得了游泳 
衣，斯特菲 小姐。 现在来争取这 
+皮包吧，这些宇母分成 k 色和 
篮色的规律是什么？ 


斯特菲 小姐： 让我们来想一 
下，这既不是按直线、曲线分的； 
也不是按有没有圈划分的；又不 
是按声韵划分的。唤，我知道其 
中的奥妙了。纟二色字母在拓扑学 
上是等价的，都象直线 0 

沃德尔 博士： 说得很对，斯 
特菲 小姐。 现在再未夺得这件贫 
皮外套吧，你能否把图中序列去 
掉六个字母，使利下的一组顺序 
字母能拼成一位名诗人的名字？ 




斯特菲小狃在我到正确答案 

之前考*了一会儿。然后她千冷 
利索地去掉“六个字母” ( S - I - X - 
L ^ E - T - T - E - R - S ) 这十个字母， 
答案是 “JOHN MILTON ’' 



斯特菲小姐由于得到了这些 
札物而高兴得与沃德¥博士紧紧 
地技手1 


宇母的拓扑学 


第一个问题是根据直线和曲线之间的几何差异而定的。第 
二个问超是以简单的开口曲线和闭合或分支曲线的拓扑学差异 
为基础的。 

如把大写宇母看作是由可以仲缩的弹性枋料做成的，甚至 
还可以从一个平面里取出放到另一点上去。如果一个字母可以 
通过这样的变形过程变成另一个宇母，则这两个字母在拓扑学 
上就是等价的。当然不允许把宇母分成两半 f 或者把一个宁母 
的一部分连到该字母的其它地方去。把所有大写宇母分成拓扑 
学上等价的几类是个有趣的练习。 

例如， E 、 F 、 Y 、 T 和 J 在拓扑学上是相同的，但是 K 和 X 

属于另一类，两类是不同的。同样可以对小写字母及数字进行 
分类,佴是必须注意各宇母印刷体的形状差异。 

*约翰.弥尔柯(扣^ Milton )， 英国著名诗人-译注 
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最后的话 



4德尔 博士： 观众们，现在 
我把另外三个问题留给你们。第 
一个问题是；哪个由五个字母构 
成的单詞加上比较级后級 “ er ” 后 
变得更短了？ 




第二个问 题是： 哪个由四个 
字母组成的巧是以 ^ Jb ： NY ;; 为结 
足的？ 



第三个问 题是： 你能5想出 
一个只有一个元音而共有九个乎 
母组成的词？ 
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电视鼉 玉米花 


结 


沃德尔 博士： 今晚“泛德七” 
节0到此为止。你们是些丫不 
起的现众，下:£期在这个频道和 
这个时间里再 iLo 



这些问题回答 如下： 

1. Short ( 短)加上 “6 r ” 两个字母之后，就变成 Shorter (更 
短)了。 

2 .以 “ eny ” 结尾的四个宇母组成的词是 “ deny ” （否 认)。 
3. 只有一个元音而共有九个字母组成的词，实际上以单数 
形式出现在图中，这个词就是 (力量乂 
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第三章数字 

掰开的 唱片： 分 整为半 

42 

眼睛 与脚：两脚与四脚 

鯽答的窍门，首先应掌握有些动物（如蛇）是没有脚的这个 
窍门后，就不难找出唯一的解法：四只四脚的畜牲，两只两脚的 
动物，还有五条蛇。 

撞车 事件： 例算法 

假如你回答说，时间为原来的问題中的 V3, 即 12/3 = 4 小 
时，这就错了。答案完全同前面的情况一样！ 

原来那个问题，在第一小时结朿时，第一个胞子变为三个， 
这是开始变化的正确情形。因此，假如原来的问题是用12小时 
使容器充满的，那么在变相的问题中，就缩短1小时,亦即11小 
时，因而容器在11点钟时充满。 

亨利叔叔 的钟： 拨钟点 

假如时钟用5秒钟敲6点，那么在敲钟之间的间隔时间为 
1秒,所以要经过11秒钟才敲12点。 

亨利叔叔睡了 40 分钟。 

irre 计算的实廇^櫈数运算 

此题解法的诀窍与前面两个问題的鯽法一样，即以相反的 
步序来计数。把黑桃老 K 面朝下放在手中，再把数值为12的 
Q 放在老 K 下面，然后从底向面上翮迭 12 张牌。把 J (数值为 
11) 放在这迭牌的底部，再从底向面上传送11张牌。照此法翻 
迭下去!只是在某一时刻会出现相反的约瑟夫斯计数，最后以达 
到13张牌的正确次序而结朿。 

约瑟夫斯计数不一定局限于连续的数字，这种步序只不过 
介绍有关一迭牌的约瑟夫斯计数排列法，面约瑟夫斯计数法完 
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全适用于任意的数宇 。 这就是说，不论什么数字都行，而且可以 
用任意指定的次序进行。 

下面釆用与上述相同的13张纸牌的游戏，以证明这种计数 
法。唯一不同之处为不使用统计数字，我们把牌从面上转换到底 
部,拼出每张牌的名字。开始时，这些牌从上到下的次序是： Q 、 
气 A 、 8 、 m 5、10、3、6一次把牌移到底部，拼出 
A -0^ E o 把 E 牌的面朝上，它是爱司。把爱司放在旁边，然后 
拼 T _ W _ 0 , 这样依次拼下去，直到把13张牌全部拼完为止。 

这些牌原冻的编排顺序冋样是用前面介绍的时间相反步序 
决定的。其实可以把52张牌按这种方式在整张桌面上进行编排, 
利用每张牌的全称，例如 A -0- IMF - S - P - A - D - l ^ S ， 然后比 
方说取黑桃、红桃、梅花、方块这一顺序，就可以拼出所有62张牌° 
约瑟夫斯计数步序的应用范围是十分广泛的，可以拼出无 
论什么名宇。举例来说，你可以在桌于上放一些文件卡片，上面 
可以画有你喜欢的任何图形—— 动物、 十二宮、名人头象等等。 
时间相反步序可以使你这样编排纸卡，即通过这张桌子上的纸 
卡可以拼出每张画面的名宇来,而且在每次拼读结束时，总能处 
置相应的那张纸卡 3 

Mem 逻辑 

关于六个 W 失小伙子的璉语：小伙子回答 

1. 当他发现汤里有苍蝇前，他在肉汤里已放了盐。 

2. 水决不会到达舷窗，因为船会随潮汐而升髙 3 

3. 当里维兰特•索尔_卢尼在上面走的时候，赫德森河在靠 
近岸边已经结冰了 a 

4. 一列火车是在另一列火车通过之后一小时穿过隊道的。 

5. 该犯人靠近一座大桥的一端。在螫车追上他之前，他必 
须朝逼近他的警车跑过去，以便逃离这座大桥。 
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6, L 977 张钞票的面值是1， 977 元，1，976张钞票的面值 
只是1, 976元。 

拘绽： 未找到证据 

假如你熟悉盒式录音机就会知道，若史密斯曾进入房间，那 
时琼斯已经停止录音了，磁带应一直没有倒过。真正凶手必定 
听过几次这样的录音，而且确信发音相象，使磁带倒回至开始之 


处使他留下了疑点。 

阿克博士的试验：阿克博士的解答 

1. 在你把火柴丢下之前，先在中间把它折弯。 

2. 把沙慢慢泼进洞里，小鸟就上来。 

3. 在绳于上形成一小环，在其底部打一结,再剪断此环。 

4. 从这根棒上割下一块卽厘米长、截面积为 2 0厘米 x 60 
毫米(即5厘米)的木片，这样就完完全全地补好了孔。 

5. 用尺测出瓶的内径和液位髙度。液体为圆柱体，其体积 
很容易算出。把瓶子倒过来，这时空气形成了另一髙度较低的 
圆柱体，同样能方便地测出它的髙度，算出它的体积。把空气的 
体积加上液体的体积，就得出了瓶子的总容童，液体的百分比便 
很容易计算了。由于这两个圆柱体容积的直径相同，实际上只 
要测出它们的髙度就可得出百分比。 

理发店的犹笑：料想不到的解法 

1. 他提议，各驾驶员都开别人的汽牟，亿万富翁把奖金授 
给他的汽车跑在最后一名的司机，而不给驾驶员本人。 

2. 把点燃的火柴放在水杯下面。 

3, 观众坐在自己东内看电影或演出的剧场。 

4, 他先走进另一间房间，再四肢着地， 〃爬入 ”房内到达瓶 
那几 （“cjrawls in"to ihe bottle) n 

6. 比赛开始前，任何球赛的记分都是零比零。 

I 费鹉是聋的。 
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7. 把木塞东入瓶里， 

太阳谷的凶手：单移旅票 

1. 外科底生是孩子的母亲， 

2, 法国男子吻了他自己的手，接着打了一记纳粹军官的耳 
光。 

喷泉处的凶手：镜于目击 

1. 仆人把箱子倒放，然后把盖子拉开一点点，仅仅 使几顆 
金刚钻掉出。 

2, 夫人是步行，没有驱车。 

第六章文字 

發界上最小的纵横 字谜： 方阵和字 M 
沃德尔博士问題的答案是： “NE^VDOOE” 字母可以重新 
拼排为 “ONE W 0 RD JJ o 
方 阵族： 直钱知相等 

第六章图5上面画上四条直线而形成 ii 个区域，文字窍门 



酒馆的招牌：标点和苻号 

1— — 3十4 一 5 ) + 6 = 9 
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